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Dragoslav S. Mitrinovi¢

O JEDNOJ NEODREDENOJ DIFERENCIJALNOJ JEDNACINI

1. OznaCimo sa y i zde funkcije promenljive |

njihove sukcesivne izvode po x.
Relacija

() z,z',2",---,ZW)=0

naziva se neodredena diferencijalna jednacina ili Monge-ova
jednacina.

Pod integracijom jednaCine (1) podrazumeva se odredi-
vanje svih sistema od dve funkcije y( i z(x) koje zadovo-
ljavaju jednacinu ().

Hilbertl) je postavio ovaj problem:

Ispitati da li se reSenje jednaCine (1) moZe izraziti pomo-
Cu obrazaca

\

X=(p ¥, wit W),
2 y=Y(t w, Wi, eee W),
z =\{t, w,w 1),

gde @ b, y oznaCavaju odredene funkcije naznaCenih argume-
nata, i gde su: t jedan parametar, proizvoljna funkcija od t i

wr= dkw (A: 1’ 2’ (113 r).

iz) Videti: [4], str. 82 T [8], str. 22. Takode konsultovati [1], t. IV,
str. 432.
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ReSenje obljka (2) zove se eksplicitno (u francus-
koj literaturiZB: solution explicite; u nemackoj literaturi8) : inte-
grallose Auflésung).

PolazeCi od partikularne jednaCine
3) z'=/ 12

koja spada u tip (1), Hilbert je dao negativan odgovor na
pitanje postavljeno u gore navedenom problemu. Na osnovu
zakljucka koji je dobio za jednaCinu (3), Hilbert je zatim
dokazao: da resenje jednacine

4) r=g(x 2\ y, ¥, y)
ne >moZe da se izrazi pomocu obrazaca oblika (2), da jedna-
Cina (4) nema eksplicitnog resenja}’)

Time je dokazana nemogucnost eksplicitne integracije jed-
nacine (1) u opStem slucaju.

2. U ovom clanku dacemo tri metode za integraciju jedna-
cTe

V ZIl
©) y=- —=h,
y 2
gde je h nekiparametar, nezavisan X.

_IskljuCujemo iz posmatranja specijalan slucaj kada su bilo
y bilo z oblika anr+R, gde su a i R konstante.

Prva meto da. JednaCina (5) moZe se zameniti sistemom

© ,
v ®(x) 2,

gde je @ proizvoljna funkcija promenljive x.
Analizom jednacina (6) i (7) dobija se ovaj rezultat:

Teorema | Kada je linearna jednaCina (6) integrabilria
za dati oblik funkcije ®(x) i proizvoljno Jl tada je integrabilna

2 [8], str. 1.
3 [4], str. 83.

H Hilbert-ov zakljutak tekstuelno glasi: ,,... Mithin kann die
Differentialgleichung (4) gewiB.nur in dem Falle eine integrallose Auflo-
sung besitzen, wenn g eine ganze lineare Funktion von V" ist.u— O ovome
videti : f4], str, 89,,
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i jednacina (7) za istioblik funkcije @ (x). Funkcije
reSenja jednacina (6) i (7), koja odgovaraju istoj funkciji ® (x),
pretstavljaju reSenje neodredene jednacine (4).

Navedena teorema omogucéava da se iskoristi Darboux-
Drac h-ova metoda5na osnovu koje je moguéno obrazovati
sve sluCajeve6) u kojima se jednalina (6) integrali pomocu kva-
dratura, za proizvoljno h. Iz toga izlazi da se za proizvoljno h
mozZe formirati beskrajni niz parova funkcija i z{x\' gde
¢e svaki par pretstavljati jedno reSenje jednaCine (5). Neka je
opSte reSenje jednaCine (6), za neki dati oblik funkcije @(x),
prikazano relacijom

© (x, h+ C262(x,

gde su C, i C2dve integracione konstante, a 6, i 02 dva line-
arno nezavisna partikularna reSenja jednacine (6). Ako C8i C4
oznaCavaju dve nove integracione konstante, tada funkcije

Y =C18$1(x, h) + C262(x, h),
Z=C8 (x,0)+Qe2 0)

odreduju jedno reSenje jednaline (5).
Primer. Uzmimo linearnu jednacinu

r m(m-J) i)
L sin2x €0S2X *h
gde su mi neh prirodna broja.

Darboux7)je pokazao da je ta jednaCina integrabilna,
kada h ima proizvoljnu vrednost. Ako se iskoristi taj rezultat,
dobija se jedan par funkcija y(x) i z(x) koji definise jedno
reSenje jednacCine (5)

Druga metoda. IzvrS§imo u jednacini (5) smene
Y=exp (ji]
z =exp (Jt, dx),
gde su t] i ¢ dve nove nepoznate funkcije.

©) 9

s) Videti: [1], t II, str. 210 i [2].

6 Do sada nije sistematski primenjena Darboux-Drach-ova
metoda za formiranje iritegrabiinih jednacina oblika (6) za ma kakvo h, té
je poznat mali broj takvih jednacina. Sve te sluCajeve stavio je Kamke
u svoju zbirku jednacina [5].

>) Videti: [1], str. 211—213; [5], str. 408, jednacina 2.25.



6 D. S. Mitrinovic

Tada se dobija

©) +

ili

0°) i () -s)(n-+T,)-1.
Ako se tu stavi

(11) . n =9

gde je 0 neka proizvoljna funkcija od nalazi se
12) e+ton+y =k
Iz (11) i (12) se dobija

~T+9)’
13)

Prema tome, eksplicitno reSenje jednacine (9) odredeno je
obrascima (13), gde je O proizvoljna funkcija promenljive x.
Na osnovu obrazaca (8) dobija se dalje

~TrLLHA
" HMT-H-

Stoga imamo ovaj rezultat:
Teorema Il. ReSenje jednaCine (5) odredeno je obrascima

et
BN’

gde su A i B dve integracione konstante, x0 jedna numeriCka
konstanta podesno izabrana, 0 proizvoljna funkcija od x.



0 jednoj neodredenoj diferencijalnoj jednaCini 7

U sluCaju kada je JE O, jednaCina (5) ima eksplicitno re-
Senje koje je dato obrascima

* _ y=A-;2 B
\Jw Sjw

gde je w proizvoljna funkcija od x i w =dw/dx. .
Stavi li se

gde je v neka druga proizvoljna funkcija od X, gornje ekspli-
citno reSenje ima oblik

y =Av(v/V'yi2,  z =B(w')~1\

Treéa metoda. Ako je T neka neprekidna i diferen-
cijabilna funkcija promenljive z, ispitajmo da li se moZe naci

resenje jednacine (5), tj. par funkcija i 1 (x) koje su vezane
relacijom
(15) y=T(2).
Oznacimo li sa ti fave
dT dCT
dz d’
. . &
relacija (15) daje %
y'=Tz',
(16)
y" =Tz'2+Tz".

Posle unoSenja vrednosti (16) u jednaCinu (5), dobija se

@ » ‘ Tzz'2
Stavljajuéi

(18) 2" =p %

jednacina (17) postaje
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(19) {zt-T)fz +zfp=",

tj. ona je Bernoulli -eva tipa

gde je

Ovde se pretpostavlja da se izraz zf-T ne svodi iden-
ticki na nulu.
Ako se stavi

jednacina (19) postaje

odakle izlazi8)
* ii=(zt-T)-2[K1+2h$zT(zt- T)dz],

gde je Kxintegraciona konstanta.
Dalje se nalazi:

P=.1_ [Kx+2h$zT(zf

X+K2=\{zT-T) [Ki + ) dz]~'k dz,
gde je Kz jedna nova integraciona konstanta.$

8 Prilikom integracije treba voditi rauna o identitetu

S izt-
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Prema tome, moze se formulisati ovaj rezultat:

Teorema 1M Ako su z@Q1 dve n
podesno B/< i /(2 dve proizvoljne konstante i T proiz-
voljna funkcija od z,tada se nezavisno promenljiva x

nata funkcija y izrazavaju obrascima

* — - ;
(20) X +K JFZ_[(zt . TKiH zT4z\

(21) y-T(2).
9"

U obrascima (20) i (21) ulogu parametra igra druga ne-
poznata funkcija z.

Da bismo dobili resenje Jednacme (5) u obliku
(22) Y-Y(x),

potrebno je izvrsiti dve kvadrature i zatim jednu fnverziju, Sto
se prakticki moZe ostvariti samo u vrlo izuzetnim slu€ajevima.

Primer. Posmatrajmo particularni slucaj
T{z)=1zs,
gde je s neka realna konstanta, razliCita od 0, 1,-1.
Ako je
A(s+1)/(s-1) =02,
na osnovu obrazaca (20) i (21) nalazi se

j>=cc[ch (wnr+y) PXC+%),
(23)
z= R[eh (cojr+

Ako je
h(s+1)/(s- 1)= -w2
iz obrazaca (20) i (21) izlazi

y =a[cos (wx+y) J70+),

(24)
z =R[cos (wx+ y)]l(s+t1)>
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Obrasci  (23), odnosno (24), definiSu partikularna ekspli-
citna reSenja ( integralloseAuflosung) jednacCine (5), tj. re
oblika (22). U tim reSenjima a, B, y, to oznaCavaju realne kon-
stante.
Da bi se ocenilo na kakve se teSkoce nailazi ako se traze
reSenja oblika (22), dovoljno je uzeti vrlo jednostavan slucaj

T(z) =z- +z,

u kome je, kao Sto izlazi iz (20), promenljiva x definisana jed-
nim hipereliptickim integralom.

3. Sada ¢emo porediti metode pomoc¢u kojih smo integra-
lih jednaCinu (5).

Najpre konstatujemo da je druga od tih metoda najprak-
ticnija. Ako je 6(x), na primer, racionalna funkcija po x ili po
sin* i cosX obrasci (14) dace eksplicitno reSenje jednacine(5).

Dobijanje eksplicitnih reSenja po prvoj i tre¢oj metodi
zahteva da se izvrSe ne samo neke kvadrature, ve¢ i inverzije.

Medutim, tre¢a metoda je najopStija. Ona ¢e nas dovesti
do opsteg reSenja jedne neodredene jednaCine oblika (1) uvek
kada uspemo da obrazujemo, na primer, jednu takvu relaciju

pomocéu koje se jednacina”l) svodi na jednu integrabilnu jed-
nacinu po z,ali pod uslovom da T ostane proizvoljna funkc
naznacenih argumenata.

Na kraju ho¢emo da podvufemo da smo naroCito izabrali
jednadinu (5) koja se moZe integraliti pomocu sve tri navedene
metode. Ali to ne znaCi da Ce isti slucaj biti i sa nekom dru-
gom neodredenom jednaCinom. Tako, na primer, neodredena
jednacina

(25) (n= const),

koja se javlja u jednom vaznom problemu§) teorije elasticiteta,
integrali se primenom trece metode, uzimajuci u pomoc relaciju

gde je T proizvoljna funkcija od z'. Medutim, prva metoda ne
moze uopSte da se primeni na jednaCinu (25), dok druga do-
vodi do jedne nove neodredene jednaline koju, bar za sada,
nismo mogli integraliti.

U jednom novom radu baviéemo se primenom navedenih
metoda na opstije tipove neodredenih diferencijalnih jednacina.®)

Videti F]] str. 139. ) ) o
Videti [6], gde su neke primene i generalizacije veé date.
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SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE INDETERMINEE

(Résumé)

Notations et définitions. Soient:
I€)> et z deux fonctions de Xx;

2°YyY'y*ee, y(P); 2" +*y,2(q)

des dérivées successives dey et de z par rapport a x
Considérons alors la relation

@ G(x;y,/, YP); z, 7, 2% e0e, 2(Q)}=0

qui porte le nom d'équation différentielle’ indéterminée ou d’équation de
Monge a deux fonctions inconnues.

L’intégration]) de I'équation (1) consiste dans la détermination de
tous les systémes de deux fonctions y(x) et z(x) qui satisfont a celte
équation.

Au sujet de I'équation (1), Hilbert? a proposé la question sui-
vante :

Examiner si I’on peut exprimer la solution de (1) a l'aide des for-
mules : &

X=P(t, W WF 32, eee, W),
2 y =<\r(t, w} wu W),
Z=X (t, W, wu 12, ec+ Wr)y

d &, x étant des fonctions déterminées des arguments indiqués, t un pa-
ramétre, w une fonction arbitraire de t et

ws = asw/dts , (S:1, 2,00% I’).

Une solution de la forme (2), solution sans aucun signe de quadra-
ture, est nommée solution explicite (en littérature allemande: integrallose
Auflésung). 4

En partant de I’¢quation particuliére

f=Y'2

r) Cf. [3], p. 249 et [9], p. 66.
2 CfJ4], p. 82 et [8], p 22.
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Hilbert a démontré un théoréme8 affirmant Iimpossibilité d’intégration
explicite de (1) dans le cas général, c’est-a-dire Iimpossibilité dexpri-
mer la solution de (1) sous la forme (2).

1 Dans cet article, on indique trois méthodes d'intégration, sans
qu'elle soit explicite, de I'équation

h étant un parametre indépendant de x.

Premiére méthode. Au lieu de I’équation (3), on considére le
systéme

) VP
(5) Z"=P(x)

ol @ désigne une fonction arbitraire de x.
En s’appuyant sur les équations (4) et (5), on énonce le

Théoréme L Dans le cas oU I'équation (4) s'intégre par quadratu-
res pour une forme donnée de D et pour h arbitraire, il en est de méme
de I'équation (5) pour la méme forme de @ Les fonctions y (x) et z (X),
solutions respectives de (4) et de (5), correspondant a une fonction @, re-
présentent une solution de I'équation (8). *

On peut former de telles solutions, en nombre illimité, grace a un
théoremed) de Darboux-Drach qui offre la possibilité de former tous
les cas ou I'équation (4), quand h demeure arbitraire, s’intégre par qua-
dratures.

Deuxiéme méthode. Léquation (3), a I'aide des changements

(6) y==exp (j ndx), z=exp(j ¢dx),

se transforme en

U] t0-O'+ir-GC*«*.
En y posant

© i-¢ =e(X),

on a

@) e'+0(r)+¢)=A.

8 Vvoir [4], p. 8.
4 voir [1], t I, p. 210 et [2].
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Les relations (8) et (9) fournissent

1 (h 6 \
STIAT T +e*
(10
1 [h
2

Par suite, les formules (10) déterminent la''solution explicite de
I’équation (7).

Théoreme IL La solation générale de Véquation. (3) est définie par
les formules

JFaea”; (7 +iH '

«@[-H* (4-«)*]m

A et B étant deux constantes arbitraires, xQune constante numérique con-
venablement choisie, Oune fonction arbitraire de x.

Troisieme méthode. Le T étant une fonction continue et dé-

rivable de z, examinons si I'on peut arriver a la solution de I’équation
(3), en y rattachant la relation

(H) y=T(2).
Par différentiation, la relation (11) conduit a
[=7V, y"=Tz'2+1z"
avec
t=dT ¢ « diT
dz ’ dz2 *

Si I'on porte ces valeurs dans (3), on obtient I’équation

12 Tzz'2+ Tzz"- Tz" =hTz,
qui, par la nouvelle substitution z' =p, devient

hzT

zt-T)N+zTp =
(13) ( ) P="7
ce qui est précisément une équation du type de Bernoulli.

En intégrant au préalable I’équation (13), on trouve que la solution
générale de (12) est
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(14) x+Kz=j (zt- T)[KtE )

J(t et /Ga étant deux constantes arbitraires.

Theoréeme Il La fonction T(z) étant arbitraire, Véquation (3) a
comme solution générale deux fonctions y(x) et z(xf définies par les
relations (11) et (14).

Si I'on donne par avance la fonction T (z), pour obtenir la solution
de (3) sous la forme explicite

y=y(x), z=2(x),

il faudrait effectuer deux quadratures et apres cela une inversion, ce qui
*est réalisable dans des cas trés rares.
Ainsi, par exemple, dans le cas particulier

T(z)=zs, (s=constante réelle différente de 0, 1,-1),
I’¢quation (3) a la solution explicite suivante:

y=a [ch (oy+y)]d(H-D, ;

©
z=¢ [ch(cuX+Y)]¥(H-D), -
si *
h(s+1)/(s- 1)=02;
y =a[cos (caxt y) ]I,
@ z= R [cos (aX+y) p/CH"Y),
si

AB+1)/(5-1)«-(D*

Les a, i3 Yj 0) intervenant dans les formules (I) et (II) sont des con-
stantes réelles.

3. Si I'on compare entre elles les trois méthodes dintégration pré-
cédemment utilisées, on conclut que la deuxieme est la plus pratique, tan-
dis que la troisieme est la plus générale.

Du fait que les trois méthodes indiquées ont été employées
avec succes dans lintegration de I’équation (3), il ne faut pas en conclure
gu’il en sera de méme avec une autre équation indéterminée. En effet, si
I'on considére, par exemple, I’équation

r + ok (n=const),
(15) y Z g)y +H
que I’on rencontre dans un probléme important de la théorie de I’Elasti-

cité§ on trouve, aprés une étude, que lintégrale génerale de I’équation
(15) s’obtient, en y rattachant la relation convenablement choisie suivante

5 L’équation (15) est I’6quation centrale des déplacements d’une
couche élastique {cf. [7], p. 139}.
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désigne une fonction arbitraire de z’.
Cependant, la premiére méthode n'est pas applicable dans Ce cas,

tandis que la deuxiéme conduit & une nouvelle équation indéterminée plus
compliquée que (15).

Il convient d’ajouter, a la fin, que toutes les méthodes signalées

plus haut sont applicables aussi dans I’intégration des équations indéter-
minées de forme plus générale. Sur cette extension et dlverses questi-
ons connexes, nous allons rédiger un nouveau travail.6) *
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