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JOXE YNYAP

3A 3HAKOWTE HA NMAPUWIANHUTE MN3BOAN
o4 EAHA ®YHKUWIA CO ABE TMPOMEH/INBA

BoepHacsoja HoTa) V. Bononcini pjasa

MHTepnpeTauuja Ha 36akonTeHa “3BOaM 0Q
Kumja y =f{x). Bo 0BOj TpyAn faBame efHO obonwllleHrne Ha Taa
VHTepnpeTaunja 3a cnyuaj Ha erehHWa

WTO 3HaKoMTe Ha napumjanHnTen3Boan oA |

e[HaKBM UMM Cce efHaKBM CaMO Kaj OHME Off HUB Mpu Ko p (
W y) UMa ucTa MapHOCT — Kopucllejkm ro Bo OGulLHOCT wmeTo-
noT Bononcini.

Heka e a=f)peanHa (yHKUMja OfF peasHA MPOMEH-
NBK Xu y ,Je(mHMpaHa BO obnacTa

I*-*ol<B, |j-yO0|<0,

CO napumjasHu M3BOAM Of MPOU3BONMEH ped U M 3af0BONYyBa
CNefiHUTE YCNOBMK:

1 Bo Toukata (x0,y0 cuTe napumjanHu n3BoaM poja
N-Tn pea of (iyHKumjata F(X,y) He ce Hyna, a HUMBHWUTE 3Ha-
Kon ce wi

(a) cute epHakeu, wm

(B) eaHakBWM Kaj OHME Of HVMB NpU KoW P (3Ha4M U V) mMa
ncTa NapHocT;

2. MpB HapefeH Of N MOBMCOK pef Ha napuujaiHute us-
BOAW CO MapHOCT CNPOTMBHA Ha N LITO CWUTe He Ce Hyna e
nN+2r+\, a 3a HaBHWTE 3HaUM BaXW OHOj oA YycnosuTte (a) u
(B) kako u 3a n3BoauTe o4 N-TU ped, W

3. HajBMCOKMOT pefd, Moman of  Ha napuujaniHuiTe U3BOAM
Fxvyp KOM He cuTe ce Hyna e m.

Heka pa, noHatamy, nnockocTa

()] Zw Fm(x,)),

) Vittorio -E Bononcini, Interpretazione geomtrica dei se-
gne delle derivate successive di una funzione y=f(x). Bolletino della Uni-
one matematica italiana, Serie Ill, Anno IV, Ne 3, p. 267, Bologna, 1949.



4 joxxe Ynuap

Kafe LWTO Fm(x,y)e noavHom BO X M  0of  Ta CTel
MMa Cco njaockocTa z =F(x,y)Bo Toukata PO(x0,)
jonup  of m ped. Mnockocta (M) Ke ja BMKame oOcKynaT

peH napa6on0|/|,q of MW pep Ha palleHata MAOCKOCT BO TOu-
KaTa PO.

Mpn oBMEe MpPETrnocTaBkM 3a OKONUHMUTE (A2 n (B3,
(B2Ha Toukata (x0,y0, AeduHuMpaHn co

(A 6~Xx -xo™N0, 62y -yo>0;
C(A) 6™ x 0-x >O*, 6>y0-y >0;
m 6"~x0-x>0, 6>y -Yo0>0;
m 6~x -x0>0, 6>j/0-J/ >0;

npu gosonHo Man 64>0 3a oHue gaBa gena MAL v M2, ogHo-

CHo T161 u MB2Ha ocKynaTopHMOT napa6onoug I um Wi
NnpoeKuMn Ha N.y-paMmHuHata ce obnactute (A), (J12, ogHOCHO

4, ( BY, Baxu cnegHaTta Teopema:

AKO Fxn U F xrt2r+1>B0O CNy4yaj (a), MMaaT eflHakB/ 3Haua,
Toraw Ilai nooépry ce
ToukaTa PO oTkonky MM ~. AKO Twe 3HakoBu ce ,
Loraw Ao ceopfaneuysa nobpry og IMAi.

Ako Fynu F ym2+1eoowvg (1), vuwaaT efiHaKBsM
LLoraiu nobpry ce ofpanedyysa of mnnockocllia
LLioukaTa PO olLkonky 1if32. AKO ce Twe 3HaKOBW pa3nyHa, mo-
ram I B6 oppaneuysa g 1

Jokas:

buaejkn cuTe napuujanHu M3BOAM Ha BO Y, A0
BK/TYUUTENTHO AV pef Ce paBHM Ha COOLBETHUTE MapLuje
N3BOAN Ha Fm (x,yBo Taa TO4YKa, a cnpema npeTnocTa
cuTe napumjanHu m3soauM Ha F(x,y) Bo PO umm wTto pen e
m+A, T+2, T+3,--- n-1
Hyna, a.CUTe napuujanHM M3BOAU Of, =T m 1-81 peq
He ce Hyna, TOa 3a pasnukara pa3BuBajku ja
BO pes Ha Taylor okony PO, gobusame

2 T. e. npoussonHa Kpvea Ha [ ce ogganedysa o4 Koja fa e Kpu-
Ba Ma [afeHaTa M/IOCKOCT MOOPry Ha OHaa CTpaHa Of KpuBaTa LUTO JIeXu
Ha 1™, camo ako fiBeTe KpuBM MMaaT BO PO TakBa 3aefHKYKa TaHreHTa
LITO npoekuujata u nara Bo (Ar) n



3a 3Hakoute Ha napavjanHute usson

r J (n+*i)

F(x,y) - Fm(x,y) 2 N+ 2L [6 4+1/1 p<*-ii+
/=0

@)
[THA+L;

1
N*0,Y0) +

T (n+2r+1)

i ra, 4.\

(n+2r+2) ldx j F (x0+Qh,y0+ QK).

M3BpluyBajkn ja cmeHata

K=K
2

nobneame co

1= Xu
X=yo+K

y =y0+I

npu npoMewimen X n’v* 3a 0°>0 TOKMY OHWE TOYKU Of XY-
pamMHWHAaTa WTO MM npunaraaT Ha obnacta (At) (mpu X">0) u
(A2 (npn X<M0), a npn m<”0 ToukmTe of ob6bnacta (BY) (npu
X<MN0) nooa (B (npu X~>0).

Penaunjata (1) cnep oBaa CMeHa MOXe fa Ce Hanuie BO
BUA

+ay°] + ("9

X«tor+1  fra a ] (n+zr+l)

i
+{n+2r+\)\dx+ay1n F (X020 + s2(x) T

Kage wTto et(X) un s2(X) ce cTpemar KOH Hyna npy X>0.
Mpn ¢ukceH u, a npomeHnmB X, T. e. ako ToukaTta (X,y)
Ce ABWXW MO npasaTa WTO MWHe HWM3 Toukata (x0,yQ u wvma
arnoB KoequumeHT yiBaTa CyMaHAM Of AecHata CT
(3) ce cTpemar KOH Hyna npu X-"0, n Toa NPBMOT CO pef Koj
“MMa CnpoTWBHa NapHOCT of n.
Mpn posonHo Man X M3pasute BO rONemMuTe 3arpagum of
JecHaTa CTpaHa Ha (3) uMmaar 3HaK Ha npBWUTe CyMaHAu BO HUB,
T. € 3HaK Ha
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o p v
4) ls +g;”I
O/[JHOCHO Ha
ra b i
() . LSi+ dy”d

KoeduumeHtoT (4) e Bo cnyyaj (@) npu n>0 nNO3UTUBEH
WM HeratuBeH Cnopej Toa fa /v N-TWUTe NapuujasiHi U3BOAM Ha
F(x,y) BO ("oj¥Y9 ce MO3NTMBHU WM HeratMBHW. AHaNOrHO Ba-
Xun 3a KoeguumeHtoT (5).

Koeduunentot (4) e Bo cnyyaj (B) npy m<0 no3vTMBEH
WM HeraTuBeH cnopej Toa fa /m e

FxnPyP =(-1)pl |
nn
Fxmpyp= (-1) p+1]Fxn'V |

npn p*=1,2,3,ee, Ny aHanorHo 3a koeuumeHtoT (5).
AKo napumjanHuTe n3sogn Fxn u nMaaT efHaKBU

3HaKoBW, TOraw ce BO cnydvaj (Q)unu cute napumjanHU U3BOAM

o4 n-m un og n+2r+\-wpes NO3NTUBHN WM CUTE Hera
Bo npBMOT cny4yaj, ako M3BOAMTE Ce MO3UTMBHW, ToOrall

koetpuumeHntute (4) n (5) mpn >0 ce no3amTMBHM. 3aToa 3a

X~>0 (o6bnacta (AJ) npu AOBOAHO Ma/M X ABarta CyMaHAuW Of

fecHaTa cTpaHa Ha (3) MMaaT 3Hak +,fo0f4eka 3a X<0 (obnacta

(AJ) nmaat, nopagn CNpOTUBHA MApPHOCT Ha N U 1, pas-
JMYHN 3HAKOBW, T. €. HaBWUCTUHA [11 NO6pry ce ogganeyysa Of
njocKocTa z**F(x,y)Bo PO ogowTo Mn2

Bo BTOpPMOT cnyyaj, ako napuujanHWTe M3BOAU Ce Hera-
TUBHW, Ce HeratuBHW W KoeduumeHtute (4) wn (5). 3atoa npu
noBoNHO Mamm X>0 (o6nacta (AJ) ABaTa BONPOCHWM CyMaHAu
ce HeratueBHu, a npu X<4) (obnacta (AJ) ce €O CNPOTUBHWU
3HauW, Of Kaje LITO u3feryeBa nak UCTUOT 3aKNy4OK Kako rope.

AHaNOrHO ce MoKaxyBa WCMpaBHOCTa Ha Teopemarta W BO
cuTe APYrv MOXKHW CryYau.

Mpn oBa u3BefyBawe ucnagHa of obnactute (AJ, () u
o4 ((Bz) npaBata x=x0. HO MokaXaHOTO BaXW W 3a Hea,
BO LITO ce ybefyBame ako MeCTO CMeHaTa (2) ja wu3BpLUMME
cMeHara

k- Xo

Mpy y =const. HM M faBa JoKaxaHaTa Teopema 3a (yH-
Kunjata F(x,y) =f(x)pesyntatute Ha Bon one ini.



3a 3kakouTe Ha MapumjanHuTe 13BOAU 7

OcBeH [oKaxaHaTa TeopemMa MOXe [Aa Ce MOKaxe, 3eMajKu
ri npeasug 3HakouTe Ha pasnukata F(xyy) - Fm(x,y) Bo cute
MOXHMW CNyyan, geka BaxKaT W CNegHWUTe TEOPEMMU:

L nAl n NA2 bo cayyajoTr (a), a UBI n NMB2 Bo cnyyajoT
(R), ce Ha wucllla wnm crpollimeHa cTpaHa og nnockocTa Z*¥*F(X,y)
crnopeg Lloa ga nu n e napeH wAn HenapeH 6poj.

1. AKo 3Hakoullle na Fxn a Fxn+tZr+l (anm Ha Fyn n
Fyn+2r+*) ce egHakeu, Lloraw oHaa oj fABewe naockoctm HAL n
M A2, ogHocHo og MB: u B2, koja nobpry ce oppanedyysa Of
unockocllla z~ F(x,y) Bo okonwallla Ha POe ,,a0 g“ wnna ,Ha g*“
Taa nnockocT cnopef Lloa ga na Llve 3sHakosa ce + anu -.

Ako 3Hakoullle Ha Fxn n F xmt*r+x (unn Ha F/ a F ym %+l
ce pasnnyHu, Lloraw BompocHaTa MJOCKOCT € ,,noA4“ ,uin Hapgwn
nnockocTa z = F(x,y) cnopef Toa fJa nv n e napeH wuna HenapeH
Upu F xn”*>0 (ana a upa Fxn<”0 (unm F yn<”™0) cnopeg
Loa fa /M n e HenapeH wmna napeH.

Joze Ulgar

UBER DIE VORZEICHEN DER PARTIELLEN ABLEITUNGEN
EINER FUNKTION VON ZWEI VERANDERLICHEN

(Auszug)

In einer Note gibt Vittorio E. Bononcini eine geometrische Deu-
tung der Vorzeichen von Ableitungen einer Funktion J~/C*)1. Hier wird
eine Verallgemeinerung dieser Deutung fiir eine Funktion z=F(x,y) ge-
geben und zwar nur fur den Fall, wo die Vorzeichen der partiellen Ab-
Igitgngen von derselben Ordnung entweder gleich oder wechselweise gleich
sind.

Es soll z=F(x,y) eine reele Funktion von der reelen Veranderlichen
X und?/ sein, die in einer Um%ebung von x=x0,y=yO0 definiert ist und
partlel e Ableltungen von beliebiger Ordnung hat, die folgende Bedingun-
gen erfillen:

1 Im Punkte (x0,y0 sind die Partlellen Ableitungen FxvyP von der
n-ten Ordnung nicht alle gleich Null; ihre Vorzeichen sind entweder

(a) alle gleich, oder

() gleich fur gerade p und gleich fir ungerade p;

2. fur die Vorzeichen der partiellen Ableitungen deren Ordnung
n+2r+1 derjenigen niedrigsten Zahl der Folge

1ZF, ~'F3, [z-f-5,...
gleich sind fir welche nicht alle Ableitungen gleich Null sind, gilt wieder
diejenige von den Bedingungen (a) und (B), die fir die Ableltungen von

der /z-ten Ordnung gilt,
Es soll ferner die Flache

Q) Zm—Fm (x.y),

i) Siehe » S. 3.
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wo Fm(x,y) ein Polynom von der m-ten Ordnung in x uny, und m die
héchste Ordnung, kleiner als n, der partiellen Ableitungen Fxv jT?welche
nicht alle geich Null sind mit der Flache z=F (x,y) im Punkte

Pop® )
eine Ber[lhrun? von der m-ten Ordnung haben.
Dann gilt fiir die. Umgebungen (Ai), (A3 und (Br), (B des Punktes
(x0,y0, definiert mit

(AU 6 A x -x0nM0
w 6 ~ x0-x 0 6X=Yo~Y F o
m 6 x0—x > 0

6 ~ x —Xg™ O

bei gentigend kleinem 6>0 fiir diejenigen Teile Ilai und Ma2 bzw. MNe-,
und Mb%der Flache MM, deren Projektionen auf die xy-Ebene die Umge-
bungen (Aj), (As) bzw. (Bi), (Bg) sind, folgender Satz:

Wenn Fxn und Fxn+2+\ im Falle (a), gleiche Vorzeichen haben,
dann entfernt sich?2 Mai von der Flache z=F (x,y) im Punkte POschneller
als 11 a% Wenn diese Vorzeichen verschieden sind, dann entfernt sich Ma2
schnellermls MAi

Wenn Fyn und Fyrnt+2r+\ im Falle (%), gleiche Vorzeichen haben, dann
entfernt sich IXBi von der Flache im PO schneller als 11b2* Wenn diese
Vorzeichen verschieden sind, dann entfernt sich Mb2 schneller als URj.

Bei const gibt uns dieser Satz fiir die Funktion F(x,y)=f(x)
die Resultate von Bononcini.

Bei den gleichen Bedingungen 1. und 2. beweist man leicht auch
die folgenden zwei Satze:

* . L. Im Falle (a) sind Mat, Ma2>und im Falle (8) llbj, M£2” auf den
gleichen oder verschiedenen Seiten der Flache z=F(x,y) je nachdem n ge-
rade oder ungerade ist.

Il. Wenn die Vorzeichen von Fxn und Fxn+2r+1 (oder von Fyn und
FxT gleich sind, dann ist diejenige der beiden Flachen I1 A\ und Il1a%
bzw. I 1 und riR2, welche sich von der Flache z=F (x,y) in der Umge-
bung vom PO schneller entfernt, ,,unte r* oder ,iber* dieser Flache je
nachdem diese VorzechenFoder-sind.

Wenn die Vorzeichen von Fxn und Fxn+2r+1 (oder von Fytl und
Fyn-j-zr+i) verschieden sind, dann ist die genannte Flache ,unterl oder
»uber® der Flache z=F(x,y) je nachdem bei Fxn> 0 (oder bei Fpi> 0)
n gerade oder ungerade ist, und bei Fxn< o (oder bei Pyn< 0) je nach-
dem n ungerade oder gerade ist

2 d. h. eine beliebige Kurve auf Il entfernt sich von jeder Kurve
auf der gegebenen Flache schneller auf derjenigen Seite der Kurve, die
auf 11 Ai Hegt, nur wenn die beiden Kurven Ira P0Qeine solche gemeinsame
Tangente haben, daf ihre Projektion in die Umgebungen (Aj) und (A2



