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БЈ1АГОЈ С. ПОПОВ

ПРИМЕДБА ЗА ДВЕ ДЕТЕРМИНАЦИИ

I

1. Ставајќи една примедба во врска со континуантата* 
што ja посматра N o v are se ,  покрај другою, Е . C é s a r  о1) 
наведува за детерминантата

A r = X~l· Oq +  Ûx χ - α ± 0  · · · 0

» - β ί - X  +  ß j +  по X ~~ ü  2 0

Ο <Ν1H

X +  ß 2 +  ßg * * · 0

О О 0 Х + пп^ + пп

вредност

а0 ах
Ј_
an а, - + · · · + -----1-д:(сг1 +  4 о 2 +  ---  + /г2 0л) (2 ).

пп

каде што σ, значи
1 1 1б i =------1------------f- · · · 4----------.

о о С/ a i û/+i &n
Дека е горното тврдење неточно, можете да се уве- 

риме развијајќи ja детерминантата по елементите од послед- 
ниот ред. Ja добиваме рекурзивната формула

D k = (x + ак- х + ак)D k- X -  (х -  £Д_2 (3) 
која што важи за к = 1, 2 , . . .  п.

!) Е. С е s a r o ,  Remarques sur un contunuant (Mathesis, t  II, 1892* 
p. 5 -1 2).
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Израчунавајќи D 1 и D 2 наоѓаме дека се тие функции 
од прва стелен по х  и заменети во (3) даваат за D 3 израз 
ко] што претставува функција од трета стелен. Резултатот 
ште е наведен од С е s а г о, покажува дека детерминантата 
треба да биде функција од прва стелен по х, што не одго- 
вара на стварноста.

2. Ние ќе се постараме да побараме една детерминанта, 
вредноста што ќеи биде дадена со изразот (2). Затаацел 
ќе земеме една заоквирна детерминанта и ќе ja развиеме 
по C a u c h y -евиот образец. Познато ни е, дека ако е да
дена некоја детерминанта

А — I ûjkI, = 1, 2 , . .
може да се образува заоквирна детерминанта, додавајќи и 
по една или повеќе врсти и колони. Ако на А  додадеме една 
колона со елементите х(, /= 1, 2,. и една врста со 
елементите у к , к =1,2 , . . .  п,така што xn+1= yn+1 = z, ]а доби- 
ваме детерминантата В.

Развијајќи ja детерминантата В  по елементите на по- 
следната врста и колона т.е. по произволе Xiyk и имајќи 
предвид д.ка е коефициентот од овој произвол комплемен- 
тарниот минор на минорот

dt I: Xi
Ук z

го добиваме познатиот С a u с h у-ев образец
Β = Α ζ - Σ ( -  1 y+kXi у  к

Нека е

0О + αί - û i 0 . . 0
- а ± αχ“Ь п2 - а2 . . о

0 - α 2 по Clg . . 0

0 0 0 ß/2—14-1

и нека ce xt = х; у к = -  1; z=  + 1 елементи што ги допишу-
ваме. Тогаш детерминантата изменета по контурата добива 
вид
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В= а0 ■+■ cii -û i 0 • · · 0 X
- а , flj Hh 2̂ - ß 2 . . .  о X

0 ß2T c3 • · ·' 0 X (5)

-1 -1 -  1 -Ч 1

која што развиена по C a u c h y -евиот образец станува 
В  = А  + χΣ  ( — iy+ k  д ̂

Но бидејќи е
( - 1 ) Ѓ+*Д/Ќ = Д№

за секоје i  и к, крајната вредност од заоквирната детерми
нанта е

B = A+x~L&tk ,
Бидејќи од друга страна е

А = а0а1л. . а п ( ~ ч -  ——f · · ·  4—  \
\°о αί йп /

м \
ΣΑίΗ = α0α1. . .α η(61+4ο2 + · . .  + ητβη)* 

каде што σζ· има вредност порано спомната, добиваме

В  — Ûq · · « Cl fi ' 1 + 1 . + ——(- дг (öj + 4ö2 ■+· · · · ■+■ π) 
«η

•а това е изразот што е од C e s a r o  наведен. Меѓутоа 
детерминантите (1) и (5) не се идентична освен во случајот 
кога е п = 1 , 2 .

3. Ако детерминантата Л ja земеме во облик

Z0 + öi a0 ßo • · · ß«
ß0 G 0 2̂ ß0 • · · ö0
Üq öo a0 + as • · · ß0

a0 Uq «0 «o + ßß
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заоквирната детерминанта станува

*0+01 «0 a 0 • · · ß0 X

flo G q 4- ß 2 <*0 • · · a 0 X

Ö0 a 0 + o 3 ' ' a o X

- 1 - 1 - 1 -  1 1

и развиена по истиот образец дава

1j j — OqG j · · · fl il ' 1 1 1 X  i 1 1 \---- 1---- - + . . . ---- + . . .  + —
ü 0 û t fl/г fl0 K fl/г

II

4. Под S a r d i -ева детерминанта ce подразбира детер 
мйнантата од облик

a t x 2 x b · ' • X ji

X1 a 2 *3 · · * %Tl

X 1 x 2 «s · · • xn

4 *2 *3 a n

Развивањето на оваа детерминанта лесно се добива 
со допишувањето на исти елементи на сите колони1) или 
со помош на една друга особена детерминанта2)

Ќе ja развиеме cera оваа детерминанта, сведувајќи ia 
на други специјални типови од детерминанти, на- кои што 
израчунаването изгледа по просто.

Означиме ли ja детерминантата (1) со D n и извлечеме 
од елементите на колоните факторите на елементите хи  iće 
добиеме

Dn — Δ/г J J  Xi (3)
г = 1

1) R o s a c e ,  L’in termédiaire des  mathématiciens,  t. Il, 1895 p. 127.
2) A. H u r w i t z ,  L’intermédiaire des mathématiciens,  t. il, 1895 p. 368
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каде сме со Δ„ означили детерминантата од облик
а± 1 1 · . • 1
1 1 . · • 1 -
1 1 Û8 ' · • 1 (3>

1 1 1 ап

каде е ja,· = -^-j.
Оваа детерминанта ќе ја израчунаме поаѓајќи од за- 

оквирната детерминанта, во која што основната детерми
нанта е А п , а елементите на колоните и врстите што ги 
додаваме -1 , додека е задниот елемент +1. Развиена по 
C a u c h y -евот образец последнава дава

К  -1  ) (ß2 -  1).. .  (ап- 1) = Δ„ -  Σ ( -1  .
Бидејќи е

' Z ( - \ y + k A ik = {a1- \ ) . . . ( a n - \ )

добиваме

1 1 + ··· +
« ι- l п — п\

Δ /г = («1 -  Xi) (α2 -  Х2)‘ · · («/г -  Хп) + · ·· + Хп
®-п ~ Хп

или земенена во (2), дава
D u — {μ± -̂ ι) · · - ( се/? Хп) + ··· + an - x n (4 )

5. Ако од елементите на последната врста ги одземиме 
елементите што одговараат на претпоследната, од овие 
претходните и така по ред до втората, ќе добијеме детер
минантата

а 1 *1 х г • · * Хп

1 а2 -  х 2 0 . . .  0
0 Х2 - а 2 сс3 — х 3 . . . о

0 0 0 tt/Z ~ Хп

која штопретставуватипH a E s c h e r i c h-ова детерминанта1)*

0  Д а  с е  ви ди , напр. P a s c a l ,  Determinanten,  нем ски п р ев о д  
H. L eitzm ann, S. 144.
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Вредноста на оваа детерминанта е
D„= «л («а — дг,) - · · (ап - л л)

+  Х 2 ( . а 1 ~ Х 1) ‘ · · (  )

+ · · · . ' ............................
+ Хя(<*1 -'Х})· * · ( а л - 1 - ^ /г - х )  

Со додавање и одземање на производот 
х 1(а2- х 2) · · · (а„ - х п )

добиваме (4).

б . с. попов

ПРИМЕЧАНИЕ О НЕКОТОРЫХ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯХ 

{Вывод) i
В нем дается одна неправка в связи с определителем (1) к ото

рый рассматривает Ч е з а р о .

в. s. POPOV

REMARQUES SUR QUELQUES DÉTERMINANTS*)

( R ésu m é)

1. E. C e s à r o 1) avait assigné au déterminant

Dn = x+cio+ûi X — d1 0 0
X—üi X“l· *f* dz x+dz (b

0 X -d z x+dz+a3 0

0 0 G ... x+an_±+c

*) Les renvois bibliographiques 
macédonienne. se rapportent à me ne article écrit en langue
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c o n s id é r é  par N  о  v а г е s  е 2), la va leur su ivan te

η

a0a i . . - a „ 2 ( i +" S Ч ’ (1)

«ой Гоп a p o sé
v=0 

п—i

Σ  αν «v+l
ν=0

Or, en  d évelop p an t s e  déterm inant su ivan t le s  é lém en ts  de la  der
n ière  lign e , on  o b tien t pour D n la form u le de récu rrence su ivan te

£>*=(·x+ak_t +a^ D ^ - i x - a ^ f D ^  2,.
Il s ’en su it que la va leur du déterm inant co n sid éré  ne co rresp o n d  aux  
v a leu rs (1) que pour n =  1 e t  я = 2 ,  tan d is que pour л > 3 c e s  va leu rs en  
diffèren t, étant donné que, d ’ap rès la form u le d e  récu rren ce, Dn ne peut 
ê tr e  un p o ly n ô m e du prem ier degré en x  lo rsq u e  я > 3 .

P ar con tre , la  va leur (1) co rresp o n d  au déterm inant

B ( x ) = ού+αι
- ûi

0

-(h
01+̂ 2

0
-tf2 

û2 -l· аг

0
0
0

~1 -1 -1 
q u e  Гоп ob tien t en  encadrant le déterm inant 

B =  а0+ а г - a x 0

— “"̂ 1 
0 -α 2 «2+%

1 1

0
0
0

аП-! + %
O n  a, en  effet,

η

β(*)=α„α1..'β /22 ( 4 + 'η* <
V=ô

L’on  déduit ce tte  valeur d e B {x) en  partant de la form ule co n n u e  
de C a u c h y

A { x t , Ук , z ) = A z - ^ { - \ y + k Xiy k Ai k , 

o ù  A d ésig n e  le  déterm inant

A — I I, i ~  1 » 2 ,.  * ., ti, k —1 , 2 , . .  *, я,

(2)
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A ( * i , y k , z)  le  déterm inant ob tenu  en encadrant le  déterm inant A, en y  
ajouttant co m m e dernière c o llo n n e  le s  x t e t  co m m e dernière lign e  l e s  
y k , et en  y  p o sa n t

xn+ι ^ λ+ ι **2’

e t  où  Aik d ésig n e  le  m ineur com p lém en ta ire  au m ineur

aik x r

У к z  .

En partant de la form u le (2), Гоп peut de m êm e obtenir une e x p r è s - t 
s io n  sem b la b le  à c e lle  de В  (дг), donnant la  va leur du déterm inant q u e  
Гоп ob tien t en  encadrant le  déterm inant

C= ß0+ ßi До a0 . . . . . .  dn
a0 (Iq+ &2 üq ........  cîq

a0 cio ........ «o

ÖQ a0 ao .........  ô04 dn

On a, en  e ffet, d ’après la  n o ta tio n  p récéd en te ,

i τι n

C  ( * - 1 ,  l )-«0 % a2 ï . .  · ,  an2  2  [  ·
f v=0 v=0 J

2. En partant de la  form ule (2) de C a u c h y ,  on  peut de m êm e o b 
ten ir la  va leu r du déterm inant de S a r d i, (voir de m êm e R o s a c e 1) e t  
H u r w  i t z2;.

Œ i X2 r3 · · * •

Xl a2 xs . . . ■

Xi x2 <x3 . . . • xn

Xi X2 •*3 · · · ■ an

que Гоп peu t écrire s o u s  la form e

А = х г х 2, . . . , х n D } (3>

ayant p o sé

V /=1,2,3 (4)
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e t
D  = a i 1 1 .... . 1

1 do 1 .. ... 1
1 1 а ъ ..,... 1

1 1

En encadrant ce  dern ier déterm inant par 

xi ~Ук = ~ 1 et z=\,
c .  à d. en  co n sid éran t, d 'après la n ota tion  p récédente, le  déterm inant

D (  1, - 1 ,  1),

e t  en lui appliquant la form u le (2) de C a u c h y ,  Гоп o b tien t pour le  
déterm inant û  la valeur

£ Μ * ι-ΐ)(* 2 -ΐ) ..·Κ -ΐ) 1+5 T T b^ b [ + ' “ +a„1- l ] '

e t  d’où Г on  déduit, d ’a p rès (3) e t  (4), que

Δ — (aj X] ) . . .  (an x n) 1+-ai~ *1-+··· + - Xn
(5)

R em arquons, enfin , qu’en so u stra y a n t le s  é lém en ts  de chaque  
lign e à ceu x  ue la lign e  précéd en te , le déterm inant Δ s e  réduit à ce lu i 
d e E s c h e r i c h ,  (voir P a s  с  a l )1)

« 1 *1 x2 . .  x a

X1- a 1 a 2 - a 2 0 0

O CCt, — Дѓ2 a 3  ~  X 3 · 0

0 0 0 ' ·  % ~ x n

d on t la valeur e s t  d on n ée par

Δ =  cq (a , — · · .  (an ~ x n)

+д:2(а1-^ 1) . . .  ( % - x n)

+ x n («! - x ±) . . .  {an- ±-  Xn- X\

e t  qui e s t  identique à l ’ex p ress io n  (5).


