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APSTRAKT

Vo ovoj trud se razraboteni i rexeni sledenite zadaqi: raz-

gledana e poveḱedimenzionalnata Kvazi-Monte Karlo integracija vo

te�inski Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4
i dobiena e formula za sredno-

kvadratnata grexka na integriraǌe vo toj prostor vo oblik na Volx-

Furiev red. Potoa od ovaa formula e dobiena gorna granica i

asimptotsko odnesuvaǌe na sredno-kvadratnata grexka na integrira-

ǌe so koristeǌe na (t,m, s)−mre�i.

So vovedenata taka nareqena ”tent”-transformacija pri baza b,

primeneta na toqkite od dadena niza od [0, 1)s, dobiena e gorna granica

i asimptotsko odnesuvaǌe na sredno-kvadratnata grexka na integri-

raǌe vo prostorot HSob,s,~γ,B4
so koristeǌe na (t,m, s)−mre�a, koja e

(s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so tent-transformacija.

Predlo�ena e nova te�inska verzija na dijafonijata od red

b, nareqena te�inska (W(b); γ)−dijafonija. Doka�ano e deka te�in-

skata (W(b); γ)− dijafonija e kvantitativna merka za neramnomernost

na raspredelba na nizi i dobiena e presmetuvaqkata slo�enost na

ovaa dijafonija na proizvolna s−dimenzionalna mre�a, sostavena od

N toqki. Presmetan e toqniot red na golemina O(
1

N
) na te�in-

skata (W(b); γ)−dijafonija na Obopxtenata niza na Van der Korput i

prika�ani se rezultatite od softverskite simulacii so koi se potvr-

deni dobienite teoretski rezultati za redot na golemina.

Vo qetvrtata glava e istra�uvana grexkata-vo-najlox-sluqaj

na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo te�inski Hilbertov prostor

HW(b),s,α,~γ i dadeni se poednostavni formuli za nejzino presmetuvaǌe.

Predlo�ena e konkretna klasa od mre�i za koi redot na golemina na

presmetuvaǌe na grexkata vo prostorot HW(b),s,α,~γ e podobar od dosega

poznatite redovi na golemina za konkretni mre�i i vo opxt sluqaj.





QUASI-MONTE CARLO INTEGRATION IN
WEIGHTED HILBERT SPACES AND A
RELATION WITH THE DIAPHONY-

MATHEMATICAL MODELS AND SOFTWARE
REALIZATION

ABSTRACT

We consider problems for the multivariate Quasi-Monte Carlo integration in

the weighted Hilbert spaces HSob,s,~γ,B4
and HW(b),s,α,~γ . We obtain an upper bound

and the asymptotic behavior of the mean square worst-case error of the integration in

weighted Sobolev space HSob,s,~γ,B4
by using (s, b)−digitally shifted and then folded by

the tent transformation in base b a (t,m, s)−net.

We study a new weighted version of the b−adic diaphony, the so-called weighted

(W(b); γ)− diaphony. The exact order O
(

1
N

)
of the (W(b); γ)−diaphony of the gene-

ralized Van der Corput sequence is found.

We introduce the weighted Korobov space HW(b),s,α,~γ and study the worst-

case error of the integration in this space. The worst-case error of the integration in

the space HW(b),s,α,~γ and the (W(b); γ)−diaphony are connected. We obtain an upper

bound and the asymptotic behavior of the worst-case error of the integration in the

space HW(b),s,α,~γ .
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VOVED

Kvalitetot na raspredelbata na toqkite na s−dimenzionalna
niza ili mre�a se opredeluva so merki koi davaat kvantitativni karak-

teristiki za stepenot na otklonuvaǌe na edna konkretna raspredelba

od idealnata raspredelba na niza ili mre�a. Vo taa smisla ispituva-

ǌeto na kvantitativnite merki za raspredelba na nizi i mre�i, kako

xto se diskrepansata i dijafonijata, zazema centralno mesto vo istra-

�uvaǌata svrzani so ramnomerna raspredelba na nizi. Mnogubrojni

se primenite na ramnomerno raspredelenite nizi vo razliqni nauqni

disciplini, a centralno mesto zazema koristeǌeto na ramnomerna ras-

predelba na nizi vo teorijata i praktikata na Kvazi-Monte Karlo in-

tegriraǌeto.

Monte Karlo numeriqkite metodi i Kvazi-Monte Karlo nume-

riqkite metodi pretstavuvaat uspexna tehnika za rexavaǌe na prob-

lemi najqesto svrzani so numeriqko presmetuvaǌe na integrali. Eden

klasiqen rezultat od teorijata na ramnomerna raspredelba na nizi

poka�uva deka edna niza e ramnomerno raspredelena ako i samo ako

kvadraturniot proces, qii jazli se toqkite na nizata e konvergenten.

Od toj rezultat proizleguva golemiot interes kon taa klasa od nizi.

Imajḱi ja predvid gornata diskusija, osnovnite celi i zadaqi

na istra�uvaǌata vo ovoj trud ḱe bidat ispituvaǌata na dijafoni-
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jata kako numeriqka merka za ramnomerna raspredelba na nizi i nej-

zinite primeni vo Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto. Kako mo�en as-

pekt na primena na dijafonijata ḱe bide pretstavuvaǌeto na grexkata

na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo terminite na dijafonijata.

Na toj naqin dve karakteristiki od principno razliqna priroda: di-

jafonija i razliqni vidovi na grexki na integriraǌeto ḱe bidat mate-

matiqki povrzani. Posledniot fakt ḱe bide eden od dvi�eqkite motivi

za ispituvaǌata vo ovoj trud.

Ortonormiranite funkcionalni sistemi kakvi xto se

trigonometriskiot funkcionalen sistem, Volx-funkcionalniot

sistem i napravenite vo posledno vreme obopxtuvaǌa na Volx-

funkcionalniot sistem se osnoven instrument za izuquvaǌata svrzani

so ramnomerna raspredelba na nizi i nivnata primena vo Kvazi-Monte

Karlo integriraǌeto.

Vo Prva glava e definiran poimot ramnomerno raspredelena
niza, koj za prv pat e voveden vo 1916 godina od Herman Vajl [Vaj 1].

Sledejḱi gi Kjojpers i Niderajter [KjoNi] se izneseni osnovite

na teorijata na ramnomerno raspredelenite nizi.

Neka s ≥ 1 e priroden broj i [0, 1]s e edineqnata s−dimenzionalna
kocka. Za dva vektori ~a = (a1, . . . , as) i ~b = (b1, . . . , bs) od [0, 1]s se veli deka

”~a e pomal od ~b”, ako aj < bj za sekoj j, 1 ≤ j ≤ s, vo toj sluqaj se voveduva

oznakata J = [~a,~b) =
∏s
j=1[aj , bj). Neka ξ = (~xn)n≥0 e niza od toqki vo Rs.

Za proizvolen priroden broj N i proizvolen podinterval J = [~a,~b) na

edineqnata kocka [0, 1]s, neka so A(ξ; J ;N) bide oznaqen brojot na toqki

od nizata ξ qii decimalni delovi pripaǵaat na J, t.e.

A(ξ; J ;N) =
∑

0 ≤ i ≤ N − 1,

{~xi} ∈ J

1.
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Definicija Se veli deka nizata ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo Rs e

ramnomerno raspredelena po modul 1, ako za sekoj podinterval J = [~a,~b)

na [0, 1]s va�i graniqnoto ravenstvo

lim
N→∞

1

N
A(ξ; J ;N) =

s∏
j=1

(bj − aj).

Vajl [Vaj 1] ima poka�ano deka va�at slednite dve teoremi vo

ednodimenzionalen sluqaj:

Teorema (Eksponencijalen kriterium na Vajl) Nizata ξ =

(~xn)n≥0 e ramnomerno raspredelena po modul 1 vo Rs ako i samo ako za

sekoj celobroen vektor ~h ∈ Zs,~h 6= ~0, va�i

lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

exp
(

2πi
〈
~h, ~xk

〉)
= 0.

i

Teorema (Integralen kriterium na Vajl) Nizata ξ = (~xn)n≥0

e ramnomerno raspredelena po modul 1 vo Rs ako i samo ako za sekoja kom-

pleksnoznaqna, neprekinata, definirana nad [0, 1]
s funkcija f(~x), va�i

ravenstvoto

lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

f(~xk) =

∫
[0,1]s

f(~x)d~x.

Ovie dve mnogu silni teoremi vo teorijata na ramnomerno

raspredelenite nizi poka�uvaat deka ramnomerno raspredelenite nizi

mo�at da se primenat za presmetuvaǌe na opredeleni integrali od

mnogu xiroka klasa na funkcii.

Vo 2001 godina, Grozdanov i Stoilova [GrSt1] predlagaat ana-

log na eksponencijalniot kriterium na Vajl, a imeno eksponencijalniot
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kriterium na Vajl izrazen vo terminite na Volxovite funkcii bwal~k(~xn)

od red b. Vo taa smisla, tie ja imaat doka�ano slednata teorema:

Teorema Nizata ξ = (~xn)n≥0 e ramnomerno raspredelena po modul

1 vo [0, 1)s ako i samo ako za sekoj vektor ~k ∈ N0
s,~k 6= ~0, va�i

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn) = 0.

Za da se odgovori na praxaǌeto koja od dve dadeni nizi

e ”podobro” ramnomerno raspredelena, se voveduvaat kvantitativni

merki za otstapuvaǌe na raspredelbata na nizite od edna idealna ras-

predelba, nareqeni diskrepansi i dijafonii.

Vo 1976 godina Cinterhof (Zienterhof) [Cin] koristejḱi go

trigonometriskiot funkcionalen sistem predlo�uva nova numeriqka

merka za ramnomernost na raspredelba na nizi vo [0, 1)s, koja e nareqena

klasiqna dijafonija.

Vo 2001 godina, avtorite Grozdanov i Stoilova [GrSt1] vove-

duvaat nova numeriqka merka za ramnomerna raspredelba na nizi vo

[0, 1)s, taka nareqena dijafonija od red b. Za taa cel tie koristat klasa

od ortonormalniot sistem na Volxovi funkcii od red b.

Za celite na poveḱedimenzionalnata numeriqka integracija,

Sloan (Sloan) i Vo�niakovski (Wozniakowsky) [SlVo1] predlagaat da

se podredat koordinatite x1, x2, . . . , xs na argumentot na funkciite koi

se integriraat i soodvetno koordinatite na mre�ite koi se koristat vo

procesot na numeriqka integracija, na takov naqin xto x1 da bide ko-

ordinatata so najgolema va�nost, x2 da bide slednata po va�nost koor-

dinata, i.t.n. Ova se realizira so voveduvaǌe na soodvetni nerasteqki

te�ini γ1, γ2, . . . , γs, soodvetni na koordinatite x1, x2, . . . , xs.
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Vo 2006 vo trudot na Grozdanov i Dimitrievska Ristovska

[RiGr] e vovedena te�inska dijafonija kako nova kvantitativna merka

za ramnomerna raspredelba na nizi vo [0, 1)s. Taa merka se bazira

na trigonometriskiot funkcionalen sistem. Dadena e vrska meǵu

grexkata-vo-najlox-sluqaj na Kvazi-Monte Karlo integriraǌe vo te-

�inski Hilbertov prostor i te�inskata dijafonija. So specijalen iz-

bor na parametrite α i γ od koi zavisi te�inskata dijafonija avtorite

ja dobivaat klasiqnata dijafonija na Cinterhof.

Vo 2006 godina Grozdanov [Gr1] voveduva nova numeriqka merka

za ramnomerna raspredelba na nizi vo [0, 1)s, taka nareqena ”te�inska

dijafonija od red b”.

Za da dobie forma na taka nareqena ”te�inska dijafonija od

red b” avtorot [Gr1] koristi parametri α i γ. Fiksiraniot broj α > 1

ja karakterizira brzinata na opaǵaǌe na Furievite koeficienti na

specijalnata funkcija φb(α, γ, ·). Ovaa funkcija ima mnogu va�na uloga

vo definiraǌeto na poimot na ”te�inska dijafonija od red b”. So cel

da ja okarakterizira va�nosta na razliqnite koordinati na toqkite od

mre�ata vo [0, 1)s, avtorot koristi vektor od parametri (ili te�ini) ~γ.

Izlo�ena e definicijata na Obopxtena niza na Van der Korput,

poznata vo teorijata na ramnomerno raspredelenite nizi kako edna od

najdobro raspredelenite nizi.

Potoa e pretstavena konstrukcijata na specijalna klasa od

s−dimenzionalni mre�i, taka nareqeni (t,m, s)−mre�i, a definirana

e i digitalna (t,m, s)−mre�a.

Vo posledno vreme taka nareqenite (t,m, s)−mre�i so baza b

definirani od Niderajter [Nid] aktivno se koristat vo teorijata i

praktikata na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto.

Vovedeni se poimite za Hilbertov prostor Hs(K), kako i te�in-
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ski Hilbertov prostor generiran od reproduciraqko jadro, i grexka-

vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo prostorot Hs(K). Hilbertovite

prostori mo�e da se podelat vo dve golemi klasi Korobovi i Soboǉevi

prostori. Soboǉevite prostori se razgleduvaat vo Glava 2, kade xto

se istra�uva sredno-kvadratna grexka na integriraǌe, a Korobovite

prostori se razgleduvaat vo Glava 4, kade xto se ispituva grexkata-

vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto.

Vo Glava 2 e razgledano poveḱedimenzionalnoto Kvazi-Monte

Karlo integriraǌe vo te�inski Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4
voveden od

Hikernel [Hik]. Ovoj prostor e generiran od reproduciraqko jadro

bazirano na polinomite na Bernuli do stepen 4, pri xto se aproksimi-

rani integralite qii integrandi se od ovoj prostor, so Kvazi-Monte

Karlo algoritam so ednakvi kvadraturni te�ini.

Generiraqkoto jadro na prostorot HSob,s,~γ,B4
e dadeno so

K~γ(~x, ~y) =

s∏
j=1

Kγj (xj , yj), ~x = (x1, . . . , xs), ~y = (y1, . . . , ys) ∈ [0, 1]s,

pri xto za dadeni realni broevi x, y ∈ [0, 1] i dadena te�ina γ > 0 edno-

dimenzionalno generiraqko jadro Kγ(x, y) se definira so

Kγ(x, y) = B0(x)B0(y) + γB1(x)B1(y) +
γ2

4
B2(x)B2(y)− γ2

24
B4(|x− y|),

kade xto B0(x), B1(x), B2(x), B4(x) se polinomite na Bernuli od stepen

0,1,2 i 4, soodvetno.

Voveden e poimot za (s, b)−digitalno pomestena mre�a, xto vsux-

nost pretstavuva postapka za randomizacija na proizvolna dadena mre-

�a, kako i poimot za (s, b)−digitalno pomesteno jadro K(s,b)−ds. Potoa e

definirana sredno-kvadratna grexka na integriraǌeto so koristeǌe na

(s, b)−digitalno pomestena mre�a i vovedena e Φ(~x) taka nareqena tent-
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transformacija pri baza b, kako transformacija na toqkite od dadena

niza od [0, 1)s, kade xto b e proizvolen paren priroden broj. Otkako e

vovedena ovaa tent-transformacija pri baza b, definirani se slednite

tri osnovni poimi koi ḱe se koristat vo ovaa glava:

-mre�a koja e (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so

tent-transformacija pri baza b,

-sredno-kvadratna grexka ê(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN ) na integriraǌe vo

prostorot Hs(K) so koristeǌe na mre�a koja e (s, b)−digitalno pomes-

tena, a potoa popolneta so tent-transformacija pri baza b,

-jadro koe e (s, b)−digitalno pomesteno, a potoa popolneto so tent-
transformacija pri baza b.

Originalnite rezultati vo Glava 2 se slednite:

So ispituvaǌata vo Teorema 2.1 dobivme formula za sredno-

kvadratna-ta grexka na integriraǌe so koristeǌe na (s, b)−digitalno
pomestena mre�a vo te�inskiot Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4

vo oblik na

Volx-Furiev red.

Kako posledica od ovaa formula, vo Teorema 2.2 ja do-

bivme gornata granica i asimptotskoto odnesuvaǌe O(b−m) na sredno-

kvadratnata grexka na integriraǌeto vo ovoj prostor so koristeǌe na

(t,m, s)−mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena.

So Teorema 2.3 ja izrazivme sredno-kvadratnata grexka na integ-

riraǌeto vo proizvolen generiran Hilbertov prostor preku koristeǌe

na proizvolna mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popol-

neta so tent-transformacija; vo terminite na obiqna grexka-vo-najlox-

sluqaj na integriraǌeto vo nekoj drug generiran Hilbertov prostor.

Dobivme toqna formula vo Teorema 2.4 za sredno-kvadratnata

grexka na integriraǌeto vo proizvolen generiran Hilbertov prostor

preku koristeǌe na proizvolna mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomes-
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tena, a potoa popolneta so tent-transformacija. Adaptirana e prethod-

nata formula za sredno-kvadratnata grexka na integriraǌe vo proiz-

volen generiran Hilbertov prostor, no preku koristeǌe na proizvolna

(t,m, s)−mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so

tent-transformacija.

Ponatamu vo presmetkite vo Teorema 2.5 dobivme gorna

granica i asimptotsko odnesuvaǌe O(b−2m) na sredno-kvadratnata

grexka na integriraǌeto vo prostorot HSob,s,~γ,B4
so koristeǌe na

(t,m, s)−mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so

tent-transformacija pri baza b. Ovoj rezultat poka�uva deka primenata

na tent-transformacija-ta go podobruva redot na golemina na sredno-

kvadratnata grexka na integriraǌeto vo ovoj prostor so koristeǌe na

(t,m, s)−mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena.

Rezultatite koi gi dobivme vo istra�uvaǌata i se prezentirani

vo ovaa glava pretstavuvaat obopxtuvaǌe na rezultatite dobieni od

Kristea, Dik, Leobaher i Pilixhamer [KDLP].

Pridobivkite na ovaa glava se: Teorema 2.1, Teorema 2.2, Teo-

rema 2.3, Teorema 2.4 i Teorema 2.5.

Vo Treta glava e vovedena nova te�inska verzija na dijafoni-

jata od red b, taka nareqena te�inska (W(b); γ)− dijafonija, a potoa e

ispituvan redot na golemina na te�inska (W(b); γ)−dijafonija na Obop-

xtenata niza na Van der Korput. Motivacija za voveduvaǌe na nov tip

na dijafonija bexe praxaǌeto: dali mo�e da se konstruira nov tip na

dijafonija od red b, taka xto nekoi dobro poznati nizi, kako na primer

Obopxtenata niza na Van der Korput i mre�ata na Zaremba-Holton da

imaat podobar red na golemina otkolku soodvetniot red na golemina

na dosega poznatite dijafonii od red b.

Odgovor na ova praxaǌe e deka toa bi bilo mo�no dokolku ko-
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ristime novi koeficienti koi ḱe bidat pomali od koeficientite dadeni

so Definicija 1.8 vo Glava 1.

Predlo�ena e nova te�inska verzija na dijafonijata od red b,

bazirana na koeficienti koi imaat redovi na golemina kako i koefici-

entite K̂(s,b)−ds,Φ(k, k) definirani vo Glava 2, i koja e nareqena te�inska

(W(b); γ)−dijafonija. Potoa e doka�ano deka te�inskata (W(b); γ)− di-

jafonija e kvantitativna merka za neramnomernost na raspredelba na

nizi.

Vo Teorema 3.2 e dobiena presmetuvaqkata slo�enost O(N2) na

te�inskata (W(b);~γ)− dijafonija na proizvolna mre�a sostavena od N

toqki vo [0, 1)s.

Vo Teorema 3.3 e dadena ocenka od gore, a so toa e dobien i redot

na golemina O
(

1

N

)
na te�inskata (W(b); γ)− dijafonija na Obopxtenata

niza na Van der Korput FN (W(b); γ;SΣ
b ).

Gornata granica na te�inskata (W(b); γ)−dijafonija
FN (W(b); γ;SΣ

b ) na nizata SΣ
b dadena vo Teorema 3.3 e dopolneta so

dolna granica i toj rezultat e pretstaven vo Teorema 3.4.

Teorema 3.4 Neka SΣ
b = (SΣ

b (n))n≥0 e proizvolna Obopxtena niza

na Van der Korput. Togax neravenstvoto

FN (W(b); γ;SΣ
b ) ≥

√
(b2 − 1)(b2 + b+ 1)

b3(b+ 2)

1

N

va�i za beskoneqno mnogu vrednosti na N od oblik N = bν + 1, kade xto

ν > 1 e proizvolen cel broj.

So Teorema 3.4 e daden toqniot red na golemina O
(

1

N

)
na te�in-

skata (W(b); γ)− dijafonija na proizvolna Obopxtena niza na Van der

Korput. Za odbele�uvaǌe e faktot deka ocenkata od gore va�i za sekoja

vrednost na N , a ocenkata od dolu e zadovolena za beskoneqno mnogu
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vrednosti na N .

Vo [GrSt1] i [GrSt2] e doka�ano deka dijafonijata od red b na

proizvolna Obopxtena niza na Van der Korput ima toqen red na gole-

mina od O
(√

logN
N

)
. Sporedbata na dobienite toqni redovi na golemina

na ovie dva tipa na dijafonii - dijafonijata od red b i te�inskata

(W(b); γ)− dijafonija na proizvolna Obopxtena niza na Van der Kor-

put, zakluquvame deka te�inskata (W(b); γ)− dijafonija ima pomal red

na golemina otkolku dijafonijata od red b na istata niza.

Vo poslednoto poglavje na tretata glava se prika�ani rezul-

tatite od napravenite softverski simulacii so koi se verificirani

dobienite teoretski rezultati za te�inskata (W(b); γ)− dijafonija za

proizvolna Obopxtena niza na Van der Korput. Specijalno za ovaa cel

vo [DG] e formulirana i doka�ana teorema so koja e presmetan redot

na golemina na grexkata koja se pravi koga beskoneqnata suma koja fi-

gurira vo definicijata na te�inskata (W(b); γ)− dijafonija primeneta

vrz proizvolna ednodimenzionalna niza ḱe se zameni so koneqna suma.

Vo prodol�enie sleduva formulacija na taa teorema.

Teorema 3.5 Neka ξ = (xn)n≥0 e dadena proizvolna ednodimenzio-

nalna niza. Togax postoi konstanta C2(b) koja zavisi samo od bazata

b, taka xto za sekoj cel broj M > 0 va�i neravenstvoto:

(FN (W(b); γ; ξ))2 ≤

C−1(b; 1; γ)

M−1∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(xn)

∣∣∣∣∣
2

+ C2(b) · 1

M2

Izlo�enata gorna ocenka na te�inska (W(b); γ)−dijafonija za

proizvolna ednodimenzionalna niza e izrazena preku koneqna suma i

sobirok koj zavisi od M. Taa pretstavuva analog na klasiqnoto nera-

venstvo na Erdox-Turan-Koksma.
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Ova ni dozvoluva da napravime softverski simulacii za pres-

metuvaǌe na vrednosta na te�inskata (W(b); γ)− dijafonija na Obopx-

tenata niza na Van der Korput.

Vo napravenite simulacii bea zemeni primeri na razliqni bazi

b za konstrukcija na Obopxtena niza na Van der Korput, potoa bea

zemeni razliqni izbori na nizata Σ od permutacii na mno�estvoto

{0, 1, . . . , b − 1}, a bea zemeni i razliqen broj na sobiroci M so koi

beskoneqnata suma bexe zameneta so koneqna suma. Brojot na sobiroci

M vo razliqnite simulacii se dvi�exe od 103 do 108, no vo site sluqai

bea potvrdeni dobienite teoretski gorna i dolna ocenka na dijafo-

nijata. Pribli�nite presmetki bea praveni so golema preciznost so

toqnost od 30 decimali.

Na krajot na toa poglavje se dadeni grafiqki prikazi na pot-

vrdenite teoretski rezultati za razliqni vrednosti na bazata b i za

razliqni vrednosti na brojot na qlenovi na nizata N .

Originalni rezultati vo Glava 3 se slednite: Teorema 3.1, Teo-

rema 3.2, Teorema 3.3, Teorema 3.4 i Teorema 3.5.

Vo Qetvrta glava od ovaa teza e istra�uvana grexkata-vo-naj-

lox-sluqaj na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo te�inski Hilber-

tov prostor HW(b),s,α,~γ i dadeni se poednostavni formuli za nejzino pres-

metuvaǌe.

So Teorema 4.1 e dadena toqna formula za grexkata-vo-najlox-

sluqaj na integriraǌeto vo te�inski Hilbertov prostor HW(b),s,α,~γ za

proizvolna s−dimenzionalna mre�a.

Ponatamu, so Teorema 4.2 se poka�uva deka pri konkreten izbor

na parametarot α = 2 se dava vrskata meǵu grexkata e(HW(b),s,2,~γ ;PN ) i

te�inskata (W(b), γ)−dijafonija. Za taa cel e razgleduvan prostorot

HW(b),s,2,~γ koj se dobiva kako specijalen sluqaj na prostorot HW(b),s,α,~γ



12 Voved

pri konkreten izbor na parametarot α = 2, od xto sleduva vrska so

te�inskata (W(b), γ)− dijafonija, i koja e izlo�ena vo slednata teorema.

Teorema 4.2 Neka HW(b),s,2,~γ bide te�inski Hilbertov prostor

koj sood-vetstvuva na izborot na parametarot α = 2 i neka

PN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1}

bide proizvolna mre�a sostavena od N toqki vo [0, 1)s. Grexkata-vo-

najlox-sluqaj na integriraǌeto e(HW(b),s,2,~γ ;PN ) vo te�inski Hilber-

tov prostor HW(b),s,2,~γ so koristeǌe na mre�ata PN i te�inskata

(W(b), γ)−dijafonija na mre�ata PN se svrzani so ravenstvoto

e(HW(b),s,2,~γ ;PN ) =
√
C(b, s,~γ)F (W(b);~γ;PN ),

kade xto konstantata C(b, s,~γ) se definira so ravenstvoto (3.5).

So Teorema 4.3 e dadena formula za grexkata-vo-najlox-

sluqaj vo te�inski Hilbertov prostor HW(b),s,α,~γ preku koristeǌe na

(t,m, s)−mre�a.

Ponatamu vo qetvrtata glava rezultatot koj e dobien vo Teorema

4.1 ḱe bide primenet vrz proizvolena digitalna (t,m, s)−mre�a. Toa

dozvoluva vo Teorema 4.4 da doka�eme deka postoi (t,m, s)−mre�a P ′bm za

koja grexkata na integriraǌeto e(HW(b),s,α,~γ ;P ′bm) vo prostorot HW(b),s,α,~γ

gi ima slednite redovi na golemina:

- ako 1
2 < α ≤ 1, togax e(HW(b),s,α,~γ ;P ′bm) ∈ O(b−

m
2 ),

- ako α > 1, togax e(HW(b),s,α,~γ ;P ′bm) ∈ O(b−αm).

So poslednata Teorema 4.4 vsuxnost e predlo�ena konkretna

klasa od mre�i za koi redot na golemina na presmetuvaǌeto na grexkata

vo prostorot HW(b),s,α,~γ e podobar od dosega poznatite redovi na gole-

mina za konkretni mre�i i vo opxt sluqaj.
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Napravena e sporedba na rezultatite dobieni vo statijata na

Dik i Pilixhamer [DiPi 1] i naxite rezultati predlo�eni vo Teo-

rema 4.4, a koi se odnesuvaat na asimptotskoto odnesuvaǌe koga m→∞
na grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo Hilbertov prostor

HW(b),s,α,~γ .

Rezultatot dobien vo [DiPi 1] primenet na te�inski Hilbertov

prostor HWal,s,α,~γ tvrdi deka grexkata-vo-najlox-sluqaj ima O(b−
αm
2 ) red

na golemina. Naxiot rezultat izlo�en vo Teorema 4.4 (ii) vo sluqa-

jot koga α > 1 e deka e(HW(b),s,α,~γ ;Pbm) ∈ O(b−αm), xto poka�uva deka

grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo te�inski Hilbertov

prostor HW(b),s,α,~γ e podobra (pomala) od soodvetnata grexka vo te�in-

ski Hilbertov prostor HWal,s,α,~γ izlo�ena vo [DiPi 1].

Originalni rezultati vo Glava 4 se slednite: Teorema 4.1, Teo-

rema 4.2, Teorema 4.3 i Teorema 4.4.

Vo delot Otvoreni problemi, svrzani so disertacijata se

izlo�eni nekoi otvoreni problemi koi se tesno svrzani so rezultatite

dobieni vo tezata.
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Glava 1

Vovedni poimi i tvrdeǌa od teorijata

na ramnomerno raspredelenite nizi i

Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto

Kvalitetot na raspredelbata na toqkite na s−dimenzionalna niza

ili mre�a se opredeluva so merki koi davaat kvantitativni karakte-

ristiki za stepenot na otklonuvaǌe na edna konkretna raspredelba od

idealnata raspredelba na niza ili mre�a. Vo taa smisla ispituva-

ǌeto na kvantitativnite merki za raspredelba na nizi i mre�i, kako

xto se diskrepansata i dijafonijata, zazema centralno mesto vo istra-

�uvaǌata svrzani so ramnomerna raspredelba na nizi. Mnogubrojni

se primenite na ramnomerno raspredelenite nizi vo razliqni nauqni

disciplini, a centralno mesto zazema koristeǌeto na ramnomerna ras-

predelba na nizi vo teorijata i praktikata na Kvazi-Monte Karlo in-

tegriraǌeto.

Monte Karlo numeriqkite metodi i Kvazi-Monte Karlo nume-

15
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riqkite metodi pretstavuvaat uspexna tehnika za rexavaǌe na prob-

lemi najqesto svrzani so numeriqko presmetuvaǌe na integrali. Eden

klasiqen rezultat od teorijata na ramnomerna raspredelba na nizi

poka�uva deka edna niza e ramnomerno raspredelena ako i samo ako

kvadraturniot proces, qii jazli se toqkite na nizata, e konvergenten.

Od toj rezultat proizleguva golemiot interes kon taa klasa od nizi.

Imajḱi ja predvid gornata diskusija, osnovnite celi i zadaqi

na istra�uvaǌata vo ovoj trud ḱe bidat ispituvaǌata na dijafoni-

jata kako numeriqka merka za ramnomerna raspredelba na nizi i nej-

zinite primeni vo Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto. Kako mo�en as-

pekt na primena na dijafonijata ḱe bide pretstavuvaǌeto na grexkata

na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo terminite na dijafonijata.

Na toj naqin dve karakteristiki od principno razliqna priroda: di-

jafonija i razliqni vidovi na grexki na integriraǌeto ḱe bidat mate-

matiqki svrzani. Posledniot fakt ḱe bide eden od dvi�eqkite motivi

za ispituvaǌata vo ovoj trud.

1.1 Ortonormirani funkcionalni sistemi

Ortonormiranite funkcionalni sistemi kakvi xto se

trigonometriskiot funkcionalen sistem, Volx-funkcionalniot sistem

i napravenite vo posledno vreme obopxtuvaǌa na Volx-funkcionalniot

sistem se osnoven instrument za izuquvaǌata svrzani so ramnomerna

raspredelba na nizi i nivnata primena vo Kvazi-Monte Karlo integ-

riraǌeto. Poradi va�nosta na ovie ortonormiranite funkcionalni

sistemi ova poglavje ḱe bide posveteno na pretstavuvaǌe vo dovolno

minimalna forma na osnovnite poimi i svojstva od teorijata na

ortonormiranite funkcionalni sistemi.
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Funkcionalniot sistem

F = {f1(~x), f2(~x), . . . ; ~x ∈ E},

e ortonormiran funkcionalen sistem ako vo mno�estvoto E e

definirana binarna operacija skalaren proizvod 〈fi, fj〉 : F2 → {0, 1}
koja gi zadovoluva uslovite

〈fi, fj〉 =

 1, ako i = j

0, ako i 6= j.

Kompletnosta na ortonormiraniot funkcionalen sistem e

svrzana so mo�nosta sekoja neprekinata funkcija so domen E ⊆ Rs da

mo�e da se aproksimira so proizvolna toqnost so nekoja koneqna line-

arna kombinacija od funkciite od F.

Trigonometriskiot funkcionalen sistem

T1 = {eh(x) = exp(2πihx);h ∈ Z, x ∈ [0, 1)}

pretstavuva ednodimenzionalen ortonormiran funkcionalen sistem, so

operacija skalaren proizvod definirana so

〈eh(x), em(x)〉x =

∫ 1

0

eh(x)em(x)dx =

∫ 1

0

exp(2πi(h−m)x)dx.

Neka s ≥ 1 e proizvolen fiksiran cel broj, koj nasekade

ponatamu vo ovaa disertacija ḱe ja oznaquva dimenzijata na objek-

tite koi se razgleduvaat. Se definira s−dimenzionalen ortonormiran

trigonometriski funkcionalen sistem so

T =
{
e~h(~x) = exp

(
2πi

〈
~h, ~x

〉)
: ~h = (h1, . . . , hs) ∈ Zs, ~x = (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1)s ,
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〈
~h, ~x

〉
=

s∑
j=1

hjxj

 . (1.1)

Operacijata skalaren proizvod vo funkcionalniot sistem Ts se defi-

nira na sledniot naqin

〈
e~h(~x), e~m(~x)

〉
~x

=

∫
[0,1]s

e~h(~x)e~m(~x)d~x.

Neka b ≥ 2 e fiksiran priroden broj. Spored Krestenson [Kre]

ḱe se povikame na Volx-funkcionalniot sistem od red b (poznat i kako

funkcionalen sistem na Krestenson).

Definicija 1.1 Za sekoj nenegativen cel broj k i realen broj x ∈ [0, 1)

so soodvetni pretstavuvaǌa vo broen sistem so osnova b: k =
∑g
j=0 kjb

j

i x =
∑∞
j=0 xjb

−j−1, kade xto za j ≥ 0, kj , xj ∈ {0, 1, . . . , b − 1}, kg 6= 0 i za

beskoneqno mnogu vrednosti na j, xj 6= b−1, k−tata Volx- funkcija od
red b, bwalk : [0, 1)→ C, se definira na sledniot naqin:

bwalk(x) =

g∏
j=0

(
exp(2πi

kjxj
b

)

)
.

Mno�estvoto W1(b) = {bwalk : k = 0, 1, . . .} se narekuva Volx funk-
cionalen sistem od red b, a specijalno, koga b = 2, dobienoto mno-

�estvo W1(2) = {2walk : k = 0, 1, . . .} e toqno originalniot Volx [Vol]

funkcionalen sistem od red 2.

Neka N0 = N∪{0}, za proizvolen vektor ~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0, Volx-
funkcija od red b, xto mu soodvetstvuva na vektorot ~k, bwal~k(~x) :

[0, 1)s → C, se definira na sledniot naqin:

bwal~k(~x) =

s∏
j=1

bwalkj (xj), ~x = (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1)
s
.
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Mno�estvoto W(b) = {bwal~k(~x) : ~k ∈ Ns0, ~x ∈ [0, 1)s} se narekuva

s−dimenzionalen Volx funkcionalen sistem od red b.

Za dve proizvolni Volx funkcii bwal~k(~x) i bwal~l(~x), nivniot

skalaren proizvod se definira so formulata

〈
bwal~k(~x), bwal~l(~x)

〉
~x

=

∫
[0,1]s

bwal~k(~x)bwal~l(~x)d~x.

Ovde ḱe navedeme nekolku svojstva na Volxovite funkcii koi se

opxto poznati vo teorijata, a ḱe bidat koristeni vo ovoj trud:

1. Za proizvolni vektori ~k,~l ∈ Ns0 e toqno:

∫
[0,1]s

bwal~k(~x)bwal~l(~x)d~x =

 1, ako ~k = ~l

0, ako ~k 6= ~l.

2. Za proizvolni vektori ~k,~l ∈ Ns0, ~x ∈ [0, 1)s va�i:

bwal~k+~l(~x) = bwal~k(~x)bwal~l(~x).

3. Neka se definirani slednite dve operacii ⊕b1 i 	b1 so:

Za proizvolni realni broevi x, y ∈ [0, 1) so zapisi vo broen sistem

so osnova b od oblik

x =

∞∑
i=0

xib
−i−1, y =

∞∑
i=0

yib
−i−1,

kade xto za i ≥ 0 xi, yi ∈ {0, 1, . . . , b − 1}, i za beskoneqno mnogu vrednosti

na i va�i xi 6= b− 1 i yi 6= b− 1, neka se definirani operaciite

x⊕b1 y =

∞∑
i=0

[(xi + yi)(mod b)]b−i−1,
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x	b1 y =

∞∑
i=0

[(b+ xi − yi)(mod b)]b−i−1.

Za proizvolni vektori ~x = (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1)s, ~y = (y1, . . . , ys) ∈ [0, 1)s se

definiraat operaciite

~x⊕bs ~y = (x1 ⊕b1 y1, . . . , xs ⊕b1 ys),

~x	bs ~y = (x1 	b1 y1, . . . , xs 	b1 ys).

Togax se toqni slednite ravenstva za Volxovite funkcii: za

proizvolni vektori ~k ∈ Ns0, ~x, ~y ∈ [0, 1)s:

bwal~k(~x⊕bs ~y) = bwal~k(~x)bwal~k(~y),

bwal~k(~x	bs ~y) = bwal~k(~x)bwal~k(~y).

Za presmetkite vo ovoj trud neophodno ḱe bide koristeǌeto

na Volx-Furievi koeficienti, pa vo prodol�enie e dadena nivnata

definicija. Neka e dadena funkcija f(~x) nad [0, 1)s, togax za proizvolen

vektor ~k ∈ Ns0, ~k−tiot Volx-Furiev koeficient na funkcijata f(~x) se

definira so:

f̂(~k) =

∫
[0,1]s

f(~x)bwal~k(~x)d~x.

Ako redot
∑
~k∈Ns0

f̂(~k)bwal~k(~x) e ramnomerno konvergenten, togax va�i

slednoto ravenstvo

f(~x) =
∑
~k∈Ns0

f̂(~k)bwal~k(~x), ∀~x ∈ [0, 1)s,

t.e. preku gornoto ravenstvo funkcijata f(~x) e razviena vo Volx-Furiev

red.
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1.2 Ramnomerna raspredelba na nizi

1.2.1 Definiraǌe na ramnomerno raspredelena niza

Poimot ramnomerno raspredelena niza e voveden za prv pat

1916 godina od Herman Vajl (Herman Wayl) [Vaj 1]. Hronoloxki

gledano, dela koi prethodat na [Vaj 1], a se javuvaat kako nikulci od

koi podocna se razviva teorijata na ramnomerno raspredelenite nizi,

se trudovi od oblasta na asimptotska raspredelba po modul 1, i toa

zapoqnuvajḱi so istra�uvaǌata na Kroneker za odnesuvaǌeto na deci-

malnite delovi na linearnite formi, delata na Bol (Bohl) [Bol], Si-

jerpinski (Sierpinsky) [Sij 1], [Sij 2] i Vajl [Vaj 2] od 1909 godina do

1910 godina kade xto se ispituva raspredelbata na nizata ({nθ})n≥0,

kade xto θ e iracionalen broj.

Interesot za raspredelbata na nizata ({nθ})n≥0, (poznata kako

Niza na Vajl) proizlegol od teorijata na otklonuvaǌe na nebesno telo

od svojata traektorija, poradi privlekuvaǌe od drugi nebesni tela.

Pregled na ranata literatura vo odnos na tie praxaǌa mo�e da se

najde vo rabotata na Koksma (Koksma) [Kok, Glava 8].

Sledejḱi gi Kjojpers i Niderajter [KjoNi] ḱe gi izneseme os-

novite na teorijata na ramnomerno raspredelenite nizi.

Pred da bide iznesen osnovniot poim vo teorijata na ramnomerno

raspredelenite nizi, ḱe bidat vovedeni slednite oznaki: za proizvolen

realen broj x, neka so [x] bide oznaqen celiot del od x, t.e. [x] = max{m :

m ≤ x, m ∈ Z}, a {x} = x − [x] go oznaquva decimalniot del na x, koj xto

e oqevidno deka pripaǵa na intervalot [0, 1).

Neka ξ = (xn)n≥0 e proizvolna niza od realni broevi. Neka J e

proizvolen podinterval od [0, 1), za koj po definicija se smeta deka e
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zatvoren od levo, a od desno e otvoren. Za proizvolen priroden broj

N, neka bide oddelena poqetnata podniza {x0, x1, . . . , xN−1} od nizata ξ;

so A(ξ; J ;N) se oznaquva brojot na toqki od taa podniza, qii decimalni

delovi pripaǵaat na J, t.e.

A(ξ; J ;N) =
∑

0 ≤ i ≤ N − 1,

{xi} ∈ J

1.

Osnovniot poim vo teorijata na ramnomerno raspredelenite nizi

se izlo�uva vo slednata definicija.

Definicija 1.2 ( Vajl [Vaj 1]) Se veli deka nizata ξ = (xn)n≥0 od re-

alni broevi e ramnomerno raspredelena po modul 1, ako za sekoj podin-

terval J na [0, 1) va�i graniqnoto ravenstvo

lim
N→∞

1

N
A(ξ; J ;N) = |J |, (1.2)

pri xto so |J | e oznaqena dol�inata na intervalot J.

Geometriskata interpretacija na Definicija 1.2 e ednostavna:

nizata ξ e ramnomerno rapredelena po modul 1, ako za dovolno golem

broj N i za proizvolen podinterval J na [0, 1), vo podintervalot J

pripaǵaat pribli�no N |J | na broj toqki od nizata ξ, t.e. brojot A(ξ; J ;N)

e proporcionalen so dol�inata |J | na intervalot J.

Ako so X+(J ;x) se oznaqi karakteristiqnata funkcija na inter-

valot J, togax (1.2) mo�e da se zapixe vo sledniot vid

lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

X+(J ; {xk}) =

∫ 1

0

X+(J ;x)dx,

koj poka�uva deka e konvergenten kvadraturniot proces, konstruiran
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za karakteristiqnata funkcija X+(J ;x), pri xto kako jazli se zemeni

toqkite {x0, x1, . . . , xN−1} od poqetnata podniza na nizata ξ.

Ovaa definicija na priroden naqin mo�e da se obopxti i vo

s−dimenzionalen sluqaj. Neka s ≥ 1 e priroden broj i [0, 1]s e edineqnata

s−dimenzionalna kocka. Za dva vektori ~a = (a1, . . . , as) i ~b = (b1, . . . , bs) od

[0, 1)s se veli deka ”~a e pomal od ~b”, ako aj < bj za sekoj j, 1 ≤ j ≤ s, vo

toj sluqaj se voveduva oznakata J = [~a,~b) =
∏s
j=1[aj , bj). Neka ξ = (~xn)n≥0 e

niza od toqki vo Rs. Za proizvolen priroden broj N i proizvolen pod-

interval J = [~a,~b) na edineqniot kub [0, 1]s, neka A(ξ; J ;N) ja ima istata

uloga, kako i vo ednodimenzionalen sluqaj.

Definicija 1.3 (Vajl, [Vaj 1]) Se veli deka nizata ξ = (~xn)n≥0 od

toqki vo Rs e ramnomerno raspredelena po modul 1, ako za sekoj pod-

interval J = [~a,~b) na [0, 1]s va�i graniqnoto ravenstvo

lim
N→∞

1

N
A(ξ; J ;N) =

s∏
j=1

(bj − aj).

Vajl [Vaj 1] ima poka�ano deka va�at slednite dve teoremi vo

ednodimenzionalen sluqaj:

Teorema 1.1 (Integralen kriterium na Vajl) Nizata ξ = (xn)n≥0 od

realni broevi e ramnomerno raspredelena po modul 1 ako i samo ako za

sekoja neprekinata, realna funkcija f(x), definirana nad intervalot

[0, 1], va�i

lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

f({xk}) =

∫ 1

0

f(x)dx.

Ovaa mnogu silna teorema vo teorijata na ramnomerno raspre-

delenite nizi ka�uva deka ramnomerno raspredelenite nizi mo�at da

se primenat za presmetuvaǌe na opredeleni integrali od mnogu xi-

roka klasa na funkcii. Od Teorema 1.1 neposredno e dobiena slednata
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posledica.

Posledica 1.1 (Vajl, [Vaj 1]) Nizata ξ = (xn)n≥0 od realni broevi e

ramnomerno raspredelena po modul 1, ako i samo ako za sekoja komplek-

snoznaqna, neprekinata, definirana nad R, funkcija f(x), periodiqna, so

perioda 1, va�i ravenstvoto

lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

f(xk) =

∫ 1

0

f(x)dx. (1.3)

Funkcijata f(x) = exp(2πihx), za proizvolen nenulti cel broj h, go

zadovoluva uslovot od Posledica 1.1, pa od ravenstvoto (1.3) sleduva:

Teorema 1.2 (Eksponencijalen kriterium na Vajl) Nizata ξ =

(xn)n≥0 od realni broevi e ramnomerno raspredelena po modul 1 ako i

samo ako za sekoj cel broj h 6= 0 va�i graniqnoto ravenstvo

lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

exp(2πihxk) = 0.

Analogno na teoremite vo ednodimenzionalniot sluqaj, va�at

slednite rezultati:

Teorema 1.3 Nizata ξ = (~xn)n≥0 e ramnomerno raspredelena po modul 1

vo Rs, ako i samo ako za sekoja kompleksnoznaqna, neprekinata, defini-

rana nad [0, 1]
s
, funkcija f(~x), va�i ravenstvoto

lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

f(~xk) =

∫
[0,1]s

f(~x)d~x.

Teorema 1.4 (Eksponencijalen kriterium na Vajl) Nizata ξ =

(~xn)n≥0 e ramnomerno raspredelena po modul 1 vo Rs ako i samo ako za
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sekoj celobroen vektor ~h ∈ Zs,~h 6= ~0, va�i

lim
N→∞

1

N

N−1∑
k=0

exp
(

2πi
〈
~h, ~xk

〉)
= 0.

Vo 2001 godina, Grozdanov i Stoilova [GrSt1] predlagaat ana-

log na eksponencijalniot kriterium na Vajl, a imeno eksponencijalniot

kriterium na Vajl izrazen vo terminite na Volxovite funkcii od red

b. Vo taa smisla, tie ja imaat doka�ano slednata teorema:

Teorema 1.5 Nizata ξ = (~xn)n≥0 e ramnomerno raspredelena po modul 1

vo [0, 1)s, ako i samo ako za sekoj vektor ~k ∈ N0
s,~k 6= ~0, va�i

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn) = 0.

1.2.2 Kvantitativni merki za ramnomerna raspredelba na nizi

Prethodno izlo�enite definicii i teoremi davaat samo kvalita-

tiven aspekt za opredeluvaǌe dali edna niza e ramnomerno rasprede-

lena po modul 1 ili ne e. So pomox na istite ne e mo�no da se opredeli

koja od dve nizi e ”podobro” ramnomerno raspredelena.

Za da se odgovori na praxaǌeto koja od dve dadeni nizi

e ”podobro” ramnomerno raspredelena, se voveduvaat kvantitativni

merki za otstapuvaǌe na raspredelbata na nizite od edna idealna rasp-

redelba, nareqeni diskrepansi i dijafonii. Nasekade ponatamu vo ovoj

trud, terminot ”mre�a” ḱe bide koristen za oznaquvaǌe na koneqna

niza.

Definicija 1.4 Neka ξN = {x0, x1, . . . , xN−1} e mre�a od realni broevi.
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Veliqinata D(ξN ) opredelena so ravenstvoto

D(ξN ) = sup
J⊆[0,1)

∣∣∣∣A(ξ; J ;N)

N
− |J |

∣∣∣∣
se vika diskrepansa na dadenata mre�a.

Za beskoneqnata niza ξ = (xn)n≥0 od realni broevi, za sekoj

priroden broj N , pod diskrepansa DN (ξ) na nizata ξ se podrazbira

diskrepansata na poqetnata mre�a ξN = {x0, x1, . . . , xN−1}, koja gi sodr�i

prvite N qlena na nizata ξ. Vo prodol�enie ḱe pretstavime nekolku

razliqni vidovi na diskrepansi.

Definicija 1.5 Za mre�ata od realni broevi ξN = {x0, x1, . . . , xN−1} se
definira svezda-diskrepansa D∗(ξN ) opredelena so ravenstvoto

D∗(ξN ) = sup
0<α≤1

∣∣∣∣A(ξ; [0, α);N)

N
− α

∣∣∣∣ .
Za beskoneqnata niza ξ = (xn)n≥0 od realni broevi, za sekoj priro-

den broj N , pod svezda-diskrepansa D∗N (ξ) na nizata ξ se podrazbira

svezda- diskrepansata na poqetnata mre�a ξN = {x0, x1, . . . , xN−1}, koja gi

sodr�i prvite N qlenovi na nizata ξ.

Definiciite na D(ξN ) i D∗(ξN ) vo Definicija 1.4 i Definicija

1.5 na priroden naqin se obopxtuvaat i za nizi vo Rs.

Definicija 1.6 Neka ξN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1} e mre�a od N toqki vo Rs.

Diskrepansata D(ξN ) i svezda-diskrepansata D∗(ξN ) na taa mre�a se

definiraat so formulite

D(ξN ) = sup
J

∣∣∣∣A(ξ; J ;N)

N
− µ(J)

∣∣∣∣ ,
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D∗(ξN ) = sup
J∗

∣∣∣∣A(ξ; J∗;N)

N
− µ(J∗)

∣∣∣∣ ,
kade xto

J = {[α1, β1)× . . .× [αs, βs) : 0 ≤ αj < βj < 1, 1 ≤ j ≤ s},

J∗ = {[0, α1)× . . .× [0, αs) : 0 ≤ αj < 1, 1 ≤ j ≤ s},

a so µ e oznaqena s-mernata Lebegova mera na intervalite J i J∗.

Za proizvolna beskoneqnata niza ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo Rs, za

sekoj priroden broj N, pod diskrepansa DN (ξ) i svezda-diskrepansa D∗N (ξ)

na nizata ξ se podrazbiraat soodvetnite numeriqki karakteristiki na

poqetnata mre�a ξN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1}, koja gi sodr�i prvite N qlenovi

na nizata ξ.

Slednite dve teoremi (doka�ani vo [KjoNi] - fundamentalno delo

od ovaa oblast, na avtorite Kjojpers i Niderajter) ja davaat va�nosta

na diskrepansata za teorijata na ramnomerno raspredeleni nizi po

modul 1.

Teorema 1.6 Nizata ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo Rs e ramnomerno rasprede-

lena po modul 1 ako i samo ako

lim
N→∞

DN (ξ) = 0.

Teorema 1.7 Nizata ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo Rs e ramnomerno rasprede-

lena po modul 1 ako i samo ako

lim
N→∞

D∗N (ξ) = 0.

Za prv pat terminot ”diskrepansa” se voveduva od holandskiot

matematiqar Van der Korput vo 1935 godina [VdK], a za prv pat kako
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samostoen poim se razgleduva od Bergstrom [Ber] vo 1936 godina, koj za

negovo definiraǌe go koristi terminot ”disperzija na intenzivnosta”.

Van der Korput ja iznesuva pretpostavkata deka za sekoja niza ξ

od toqki vo Rs va�i

lim sup
N→∞

N ·DN ({~x0, ~x1, . . . , ~xN−1}) =∞. (1.4)

Rot [Rot] ja doka�uva slednata kvantitativna teorema, od koja

se dobiva ravenstvoto (1.4).

Teorema 1.8 Za sekoja niza ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo Rs, s ≥ 1 i za

beskoneqno mnogu prirodni broevi N va�i neravenstvoto

ND∗N (ξ) > C(s)lns/2N,

kade xto C(s) e konstanta, koja zavisi samo od dimenzijata s.

Vo sluqajot koga s = 1, Xmit [Xm] poka�al deka ocenkata vo

prethodnata teorema mo�e da se zasili, i toj rezultat e izlo�en vo

slednata teorema.

Teorema 1.9 Za sekoja niza ξ = (xn)n≥0 od toqki vo R, neravenstvoto

ND∗N (ξ) >
1

100
lnN

e ispolneto za beskoneqno mnogu prirodni broevi N.

So poslednata teorema Xmit poka�al deka dokolku vo svojstvo

na merka za ramnomernost na raspredelba na nizi se zeme svezda-

diskrepansata, togax vo sekoja niza e neizbe�na neramnomernosta.

Vo 1976 godina Cinterhof (Zienterhof) [Cin] koristejḱi go
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trigonometriskiot funkcionalen sistem (1.1) predlo�uva nova nu-

meriqka merka za ramnomernost na raspredelba na nizi vo [0, 1)s, koja e

nareqena klasiqna dijafonija.

Definicija 1.7 Za sekoj priroden broj N, klasiqna dijafonija FN (T ; ξ)

od prvite N elementi na nizata ξ = (~xn)n≥0 vo [0, 1)s se definira so

FN (T ; ξ) =

 ∑
~h∈Zs,~h 6=~0

R−2(~h)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

exp
(

2πi
〈
~h, ~xn

〉)∣∣∣∣∣
2
 1

2

,

pri xto za proizvolen vektor ~h = (h1, . . . , hs) ∈ Zs, koeficientot R(~h) se

definira so

R(~h) =

s∏
j=1

max(1, |hj |).

Cinterhof ja ima doka�ano toqnosta na slednata teorema:

Teorema 1.10 Nizata ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo Rs e ramnomerno raspre-

delena po modul 1 ako i samo ako e ispolneto graniqnoto ravenstvo

lim
N→∞

FN (T ; ξ) = 0.

Vo 2006 vo trudot na Grozdanov i Dimitrievska Ristovska

[RiGr] e vovedena te�inska dijafonija kako nova kvantitativna merka

za ramnomerna raspredelba na nizi vo [0, 1)s. Taa merka se bazira

na trigonometriskiot funkcionalen sistem (1.1). Vo istiot trud e

poka�ano deka presmetuvaqkata slo�enost na te�inskata dijafonija na

proizvolna niza od N toqki vo [0, 1)s e O(sN2). Dadena e vrskata meǵu

grexkata-vo-najlox-sluqaj na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo te-

�inski Hilbertov prostor i te�inskata dijafonija. So specijalen iz-

bor na parametrite α i γ od koi zavisi te�inskata dijafonija avtorite

ja dobivaat klasiqnata dijafonija na Cinterhof.
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1.2.3 Dijafonii od red b

Vo 2001 godina, avtorite Grozdanov i Stoilova [GrSt1] vovedu-

vaat nova numeriqka merka za ramnomerna raspredelba na nizi vo [0, 1)s,

taka nareqena dijafonija od red b. Za taa cel tie koristat klasa

od ortonormalniot sistem na Volxovi funkcii od red b. Podetalen

opis na ovie funkcii e napraven vo [GrSt2]) od istite avtori. Spored

[GrSt1] voveduvaǌeto na poimot dijafonija od red b, (b-adic diaphony)

e so slednata definicija:

Definicija 1.8 Dijafonija od red b FN (W(b); ξ) na prvite N elementi

na proizvolna niza ξ = (~xn)n≥0 vo [0, 1)s se definira so:

FN (W(b); ξ) =

 1

(b+ 1)s − 1

∑
~k∈Ns0,~k 6=~0

ρ(~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

,

kade xto za proizvolen vektor ~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0, koeficientot ρ(~k) e

definiran so:

ρ(~k) =

s∏
j=1

ρ(kj),

a za proizvolen nenegativen cel broj k,

ρ(k) =

 1; ako k = 0

b−2g; ∀k, bg ≤ k < bg+1, g ∈ N0.

Tie ja imaat doka�ano slednata teorema.

Teorema 1.11 Nizata ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo [0, 1)s e ramnomerno raspre-

delena po modul 1 ako i samo ako e ispolneto graniqnoto ravenstvo

lim
N→∞

FN (W(b); ξ) = 0.
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Ako vo Definicija 1.8 se postavi b = 2, oqigledno e deka kako

specijalen sluqaj na dijafonijata od red b, se dobiva taka nareqena di-

adiqna dijafonija (dyadic diaphony) FN (WZ2,id; ξ) vovedena od Helekalek

i Lib (Hellekalek, Leeb) [HeLi].

Za celite na poveḱedimenzionalnata numeriqka integracija,

Sloan (Sloan) i Vo�niakovski (Wozniakowsky) [SlVo1] predlagaat da

se podredat koordinatite x1, x2, . . . , xs na argumentot na funkciite koi

se integriraat i soodvetno koordinatite na mre�ite koi se koristat

vo procesot na numeriqka integracija, na takov naqin, xto x1 da bide

koordinatata so najgolema va�nost, x2 da bide slednata po va�nost ko-

ordinata, itn. Ova se realizira so voveduvaǌe na soodvetni nerasteqki

te�ini γ1, γ2, . . . , γs, soodvetni na koordinatite x1, x2, . . . , xs.

Vo 2006 godina, Grozdanov [Gr1] voveduva nova numeriqka merka

za ramnomerna raspredelba na nizi vo [0, 1)s, taka nareqena ”te�inska

dijafonija od red b”. Za da dobie forma na ”te�inska dijafonija

od red b” avtorot [Gr1] koristi parametri α i γ. Fiksiraniot broj

α > 1 ḱe ja karakterizira brzinata na opaǵaǌe na Furievite koefi-

cienti na specijalnata funkcija φb(α, γ, ·) konstruirana vo Teorema 2

vo [Gr1]. Ovaa funkcija ima mnogu va�na uloga vo definiraǌeto na

poimot na ”te�inska dijafonija od red b”. So cel da ja okarakterizira

va�nosta na razliqnite koordinati na toqkite od mre�ata vo [0, 1)s av-

torot koristi vektor od parametri (ili te�ini) ~γ = (γ1, . . . , γs), kade

xto γ1 ≥ γ2 ≥ . . . γs > 0. So cel da se napravi pogolemo obopxtuvaǌe na

definicijata na dijafonijata vo [Gr1] se koristi proizvolen kompleten

ortonormiran funkcionalen sistem F(b), konstruiran vo broen sistem

so osnova b:

F(b) =
{
f~k(~x);~k ∈ Ns0, ~x ∈ [0, 1)s

}
.

Definicijata na ”te�inska dijafonija od red b” sleduva vo prodol�e-

nie.
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Definicija 1.9 Neka α > 1 e proizvolen realen broj i neka ~γ =

(γ1, . . . , γs), kade xto γ1 ≥ γ2 ≥ . . . γs > 0 e proizvolen vektor od te�ini.

Za proizvolen priroden broj N, te�inska dijafonija od red b, na

prvite N elementi na nizata ξ se definira so

FN (F(b);α,~γ; ξ) =

 1∏s
j=1[1 + γjµb(α)]− 1

∑
~k∈Ns0,~k 6=~0

rb(α,~γ;~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

f~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

,

pri xto, za sekoj vektor ~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0 koeficientot rb(α,~γ;~k) se

definira kako:

rb(α,~γ;~k) =

s∏
j=1

rb(α, γj ; kj),

a za sekoj cel broj k ≥ 0 koeficientot rb(α, γ; k) se definira na sledniot

naqin: za proizvolen priroden broj b ≥ 2, i za proizvolni realni broevi

γ > 0 i α > 1 :

rb(α, γ; k) =

 1, ako k = 0

γb−αg, ∀k, bg ≤ k < bg+1, g ≥ 0, g ∈ Z

i µb(α) =
(b− 1)bα

bα − b
.

Od definicijata na te�inska dijafonija od red b, za specijalen

izbor na parametrite α i γ i konkreten ortonormiran funkcionalen

sistem nad [0,1) se dobivaat nekoi prethodno definirani tipovi na di-

jafonii. Vo prodol�enie se dadeni nekolku konkretni primeri, pri

xto vo sekoj od niv razgleduvaniot funkcionalen sistem gi zadovoluva

uslovite a), b), c), d) koi gi zadovoluva funkcionalniot sistem od defini-

cijata na te�inska dijafonija od red b vo [Gr1].

Primer A: Opxta dijafonija.

Za izbor na parametrite α = 2 i γ = ~1 = (1, . . . , 1), od definicijata
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na te�inskata dijafonija od red b za proizvolna niza ξ = (~xn)n≥0 od

toqki vo [0, 1)s se dobiva taka nareqena opxta dijafonija FN (F(b); 2,~1; ξ)

vovedena od Grozdanov i Stoilova [GrSt3] vo 2004 godina.

FN (F(b); 2,~1; ξ) =

 1

(b+ 1)s − 1

∑
~k∈Ns0,~k 6=~0

ρ(~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

f~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

.

Primer B: Obopxtena dijafonija od red b.

Neka vo primerot A go zamenime funkcionalniot sistem F(b) so

Volx funkcionalniot sistem nad koneqna grupa G vo odnos na biekcija

ϕ WG,ϕ. Togax za proizvolna niza ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo [0, 1)s se dobiva

taka nareqena obopxtena dijafonija od red b vovedena od [GrNiSt] vo

2003 godina:

FN (WG,ϕ; ξ) =

 1

(b+ 1)s − 1

∑
~k∈Ns0,~k 6=~0

ρ(~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

G,ϕwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

.

Primer V: Dijafonija od red b.

Neka vo primerot B go zamenime Volx funkcionalniot sistem

nad koneqna grupa G vo odnos na biekcija ϕ WG,ϕ so Volx funkcionalen

sistem od red b W(b). Togax za proizvolna niza ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo

[0, 1)s se dobiva taka nareqena dijafonija od red b vovedena od [GrSt2].

FN (W(b); ξ) =

 1

(b+ 1)s − 1

∑
~k∈Ns0,~k 6=~0

ρ(~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

.

Primer G: Diadiqna dijafonija.

Neka vo primerot V se zameni sistemot W(b) so sistemot W(2),

togax za proizvolna niza ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo [0, 1)s se dobiva taka



34 Gl. 1. Vovedni poimi i tvrdeǌa ...

nareqena diadiqna dijafonija vovedena od Helekalek i Lib [HeLi] vo

1997 godina.

FN (W(2); ξ) =

 1

3s − 1

∑
~k∈Ns0,~k 6=~0

ρ(~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

2wal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

.

Vo 2010 godina PeterHellekalek [He] voveduva nov tip na koli-

qestvena merka za ramnomerna raspredelba na nizi, taka nareqena

”dijafonija od red p”(p-adic diaphony), kade xto p e prost broj. Funk-

cionalniot sistem koj go koristi avtorot Γp =
{
γ~k(~x);~k ∈ Ns0, ~x ∈ [0, 1)s

}
e definiran nad s−dimenzionalen torus [0, 1)s i definiraǌeto na Γp e

svrzano so dosta slo�ena algebarska struktura, koe vo ovoj trud ḱe bide

izostaveno. Sleduva definicijata na ”dijafonijata od red p” spored

[He]:

Definicija 1.10 Neka ~p = (p1, . . . , ps), kade xto pi se prosti broevi.

Dijafonija od red p, FN(ξ) na prvite N elementi na nizata ξ =

(~xn)n≥0 vo [0, 1)s se definira so

FN (ξ) =

 1

σ~p − 1

∑
~k∈N0

s,~k 6=~0

R~p(~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

γ~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

,

pri xto σ~p =
s∏
i=1

(pi + 1), R~p(~k) =

s∏
i=1

Rpi(ki),

Rp(k) =

 1, ako k = 0

p−2(t−1), ako pt−1 ≤ k < pt, t ∈ N
.

Od 2012 godina pa navamu, sosema nova tendencija vo ovaa oblast

e definiraǌeto na taka nareqena ”hibridna dijafonija”. Detalite
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za nejzinoto definiraǌe se mnogu slo�eni i toa izleguva nadvor od

ramkite na interesite na ovaa disertacija.

1.3 Primeri na ramnomerno raspredeleni nizi

1.3.1 Obopxtena niza na Van der Korput

Na poqetok na ova podpoglavje ḱe bide izlo�ena definicijata na

Obopxtena niza na Van der Korput, poznata vo teorijata na ramnomerno

raspredelenite nizi kako edna od najdobro raspredelenite nizi.

Definicija 1.11 (Obopxtena niza na Van der Korput) Neka b ≥ 2

e cel broj i neka Σ = (σi)i≥0 e niza od permutacii na mno�estvoto

{0, 1, . . . , b−1}. Ako proizvolen nenegativen cel broj i ima pretstavuvaǌe

vo broen sistem so osnova b :

i =

∞∑
j=0

aj(i)b
j , (1.5)

kade xto za j ≥ 0, aj(i) ∈ {0, 1, . . . , b− 1}, togax se definira

SΣ
b (i) =

∞∑
j=0

σj(aj(i))b
−j−1.

Nizata SΣ
b = (SΣ

b (i))i≥0 e definirana 1981 godina od francuskiot

matematiqar Anri For (Faure) [For]. Ako vo Definicija 1.11 se postavi

Σ da bide nizata od identiteti, t.e. Σ = I, togax dobienata niza Σ e

toqno Nizata na Holton (Halton) [Hol]. Poradi va�nosta na ovaa niza,

vo prodol�enie e izlo�ena nejzinata originalna definicija.

Definicija 1.12 Neka i ≥ 0 e proizvolen cel broj so zapis vo broen

sistem so osnova b od vidot (1.5), kade xto za j ≥ 0, aj(i) ∈ {0, 1, . . . , b−1},
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togax se definira

SIb (i) =

∞∑
j=0

aj(i)b
−j−1. (1.6)

Nizata SIb = (SIb (i))i≥0 se vika Niza na Holton i e definirana vo 1960

godina od amerikanskiot matematiqar Holton. Vo sluqajot koga b =

2, togax dobienata niza SI2 = (SI2 (i))i≥0 e poznatata klasiqna Niza na

Van der Korput (V an der Corput) [VdK], definirana vo 1935 godina od

istoimeniot holandski matematiqar.

Za konstruiraǌe na poveḱedimenzionalni nizi Holton [Hol]

predlaga da se izberat vzaemno prosti broevi b1, b2, . . . , bs, za da se kon-

struiraat soodvetnite ednodimenzionalni nizi (SIbj (i))i≥0, j = 1, 2, . . . s i

potoa poveḱedimenzionalnata niza

(
(SIb1(i), SIb2(i), . . . , SIbs(i))

)
i≥0

.

Soboǉ [Sob1] dava drug efektiven pristap za konstruiraǌe na

dobro raspredeleni nizi vo [0, 1)s, taka nareqeni LΠτ -nizi.

Ima i drugi trudovi posveteni na ovaa problematika, no tuka

ḱe go zapreme pregledot na najbitnite definicii i teoremi od ovaa

oblast.

Neizbe�na e neramnomernosta na raspredelbata na toqkite na

koja i da e niza vo [0, 1)s. Ako se dadeni dve razliqni nizi i dijafoni-

jata na sekoja od niv te�i kon 0, togax poramnomerno raspredelena niza

e onaa, qija brzina na te�neeǌe na dijafonijata kon 0 e pogolema. Vo

taa smisla, za sekoja niza od toqki vo [0, 1)s bitno e da se najde toqniot

red na golemina na te�neeǌe kon 0, na nejzinata dijafonija. Toqnata

brzina na te�neeǌe kon 0 (toqniot red na golemina) na dijafonijata se

naoǵa koga ḱe se napravat ocenki od gore i od dolu, a potoa se utvrduva

deka tie imaat ist red na golemina. Kako primer, vo magisterskiot
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trud [RMag] se izlo�eni ocenki od gore i od dolu na obopxtenata dija-

fonija od red b na Obopxtenata niza na Van der Korput (vidi Teorema

2.1 i Teorema 2.2). Dobienite ocenki se od eden ist red na golemina

O(N−1
√

logN). Za odbele�uvaǌe e faktot deka ocenkata od gore va�i za

sekoja vrednost na N , a ocenkata od dolu e zadovolena za beskoneqno

mnogu vrednosti na N .

Posle gornite zabelexki, ḱe bidat izlo�eni nekoi prethodno

dobieni rezultati. Projnov i Grozdanov [PrGr1] i [PrGr2] go naoǵaat

toqniot red na golemina na dijafonijata FN (SIb ) na Nizata na Holton.

Grozdanov i Stoilova [GrSt1] vo 2001 godina i [GrSt2] vo 2004

godina ja imaat ispituvano dijafonijata od red b na Obopxtenata niza

na Van der Korput. Dobienite rezultati se formulirani vo slednata

teorema:

Teorema 1.12 Neka SΣ
b = (SΣ

b (i))i≥0 bide proizvolna Obopxtena niza na

Van der Korput, togax va�at slednite ocenki:

(i) Za sekoj priroden broj N, dijafonijata od red b, FN (W(b);SΣ
b )

na nizata SΣ
b ja zadovoluva ocenkata od gore

FN (W(b);SΣ
b ) <

1

N

√
4b3 − 2b2 − 3b− 1

(b+ 1) log b
· log[(b− 1)N + 1] +

(b− 1)3

b
,

(ii) Za beskoneqno mnogu vrednosti na N, za FN (W(b);SΣ
b ) dijafo-

nijata od red b, na nizata SΣ
b e zadovolena ocenkata od dolu:

FN (W(b);SΣ
b ) >

1

N

√
b5 + b4 − 3b3 − 4b2 + 4b+ 4

2b2(b+ 1)2 log b
· log[(b2 − 1)N + 1]− C(b),

kade xto konstantata C(b) e presmetana toqno.

Ocenkite (i) i (ii) izlo�eni vo Teorema 1.12 poka�uvaat deka di-
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jafonijata od red b, FN (W(b);SΣ
b ) na nizata SΣ

b ima red na golemina

O(N−1
√

logN).

Od zabelexkite po Definicija 1.11 i Definicija 1.12 jasen e

faktot deka od definicijata na obopxtenata dijafonija od red b na

proizvolna niza od toqki vo [0, 1)s, kako specijalen sluqaj se dobiva

dijafonijata od red b na taa niza.

1.3.2 (t,m, s)−mre�i

Vo ova podpoglavje ḱe bide pretstavena konstrukcijata na specijalna

klasa od s−dimenzionalni mre�i, taka nareqeni (t,m, s)−mre�i. Vo na-

soka na izuquvaǌe na dobro raspredeleni mre�i od toqki vo [0, 1)s za

koi ima efektivni algoritmi za konstrukcija, rabotele mnogu avtori

kako Soboǉ [Sob1], For [For], Niderajter [Nid] i drugi.

Vo posledno vreme taka nareqenite (t,m, s)−mre�i so baza b

definirani od Niderajter [Nid] aktivno se koristat vo teorijata i

praktikata na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto.

Definicija 1.13 Neka b ≥ 2, s ≥ 1 i 0 ≤ t ≤ m se celi broevi. Mno-

�estvoto P od bm toqki vo [0, 1)s formira (t,m, s)−mre�a so baza b, ako

sekoj podinterval od oblik

J =

s∏
j=1

[
aj
bdj

,
aj + 1

bdj

)

od [0, 1)s, kade xto za 1 ≤ j ≤ s celite broevi dj i aj gi zadovoluvaat

neravenstvata dj ≥ 0 i 0 ≤ aj < bdj ; so volumen bt−m, se sostoi od toqno

bt toqki od mre�ata P.

Sleduva definicija na digitalna (t,m, s)−mre�a [Nid].

Definicija 1.14 Neka b ≥ 2 e dadena baza i neka Cj bidat s dadeni
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m ×m matrici nad Zb, za j = 1, 2, . . . s. Neka brojot n, 0 ≤ n ≤ bm − 1 go

ima sledniot zapis vo baza b :

n = n0 + n1b+ . . .+ nm−1b
m−1

i n ḱe go identifikuvame so vektor ~n = (n0, n1, . . . , nm−1)T . Za 1 ≤ j ≤ s so

mno�eǌe na matricata Cj so vektorot ~n, se dobiva

(xj,n,1, xj,n,2, . . . , xj,n,m)T = (Cj .~n)mod b.

Ponatamu ḱe definirame toqki xj,n so

xj,n =
xj,n,1
b

+
xj,n,2
b2

+ . . .+
xj,n,m
bm

i vektor ~xn = (x1,n, x2,n, . . . , xs,n). Ako postoi indeks t taka xto za 0 ≤ t ≤
m, mre�ata od toqki Pbm = {~x0, ~x1, . . . , ~xbm−1} e (t,m, s)−mre�a so baza b,

togax taa se vika digitalna (t,m, s)−mre�a so baza b.

Vo prodol�enie ḱe izneseme mnogu silen rezultat na Dik i Pi-

lixhamer [DiPi 1], koj ḱe najde primena vo naxite ispituvaǌa.

Neka p ≥ 1, p ∈ Z i neka za proizvolen cel broj k, k ≥ 0 zapisot na

k vo broen sistem so osnova b e k =

∞∑
i=0

kib
i. Neka e definirana funkcija

trp(k) so

trp(k) = k0 + k1b+ . . . kp−1b
p−1,

i vektorska funkcija trp(~k) so

trp(~k) = (k0, k1, . . . , kp−1) ∈ Zpb .

Neka {x0, . . . , xbm−1} e proizvolna digitalna (t,m, s)−mre�a nad Zb, gene-

rirana od matricite C1, . . . , Cs, togax za sekoj vektor ~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0
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va�i ravenstvoto:

bm−1∑
n=0

bwal~k(~xn) =

 bm, ako CT1 trm(~k1) + . . .+ CTs trm(~ks) = ~0

0, inaku.
(1.7)

1.4 Kvazi-Monte Karlo integriraǌe vo te�inski

Hilbertov prostor

1.4.1 Hilbertovi prostori

Vo ova podpoglavje ḱe bide voveden poimot za Hilbertovi prostori.

Hilbertovite prostori nastanale kako obopxtuvaǌe na pros-

torot R3 i najopxto ka�ano Hilbertov prostor H se definira kako

mno�estvo funkcii koi se integrabilni zaedno so svojot kvadrat nad

[0, 1)s, (H ⊆ L2([0, 1)s)), t.e. postojat integralite∫
[0,1)s

f(~x)d~x, ∀f ∈ H

i ∫
[0,1)s

f2(~x)d~x, ∀f ∈ H.

Unitaren ili Predhilbertov funkcionalen prostor pretstavuva

linearen (vektorski) prostor od funkcii (so definirani dve operacii:

sobiraǌe na funkcii i mno�eǌe na funkcija so skalar od C), vo koj e

definirana operacija skalaren proizvod 〈·, ·〉 : H2 → C i operacija norma

|| ||, koja e generirana od skalarniot proizvod. Unitaren prostor vo

koj sekoja Koxieva niza e konvergentna se vika Hilbertov prostor.

Hilbertovite prostori mo�e da se podelat vo dve golemi klasi

Korobovi i Soboǉevi prostori. Korobovite prostori se prostori
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od kompleksno-vrednosni funkcii so apsolutno konvergentni Furievi

redovi i so perioda 1 vo odnos na sekoj argument. Hikernel [Hik],

Sloan i Vo�niakovski [SlVo1] i drugi avtori gi razgleduvaat Ko-

robovite prostori, kako funkcionalni prostori bazirani na konvergen-

cija na Furievite redovi na funkciite vo odnos na trigonometriskiot

ortonormiran funkcionalen sistem.

Najopxto ka�ano Soboǉevite prostori se mno�estva od funkcii

na koi im se nalo�eni uslovi za glatkost na nivnite mexani parcijalni

izvodi do nekoj odreden red.

1.4.2 Opxti poimi i tvrdeǌa od teorijata na Kvazi-Monte

Karlo integriraǌeto vo te�inski Hilbertov prostor

Vo ova podpoglavje ḱe se povikame na nekolku dobro poznati

definicii i rezultati, koi se odnesuvaat na Kvazi-Monte Karlo integ-

riraǌeto vo te�inski Hilbertov prostor generiran od reproduciraqki

jadra.

Spored Aron�ujan (Aronszayn) [Aro], sleduva konceptot na gene-

riraqki jadra na Hilbertov prostor (reproducing kernels of Hilbert spaces).

Definicija 1.15 Neka F e mno�estvo od funkcii definirani nad E,

koi xto go formiraat Hilbertoviot prostor. Funkcijata K(x, y) so

argumenti x, y ∈ E se vika generiraqko jadro na F , ako se ispolneti

slednite dva uslova:

• (K1) Za sekoj fiksiran y ∈ E, funkcijata K(x, y) kako funkcija od x,

pripaǵa na F ;

• (K2) generiraqko svojstvo: ∀y ∈ E,∀f ∈ F va�i svojstvoto

f(y) = 〈f(x),K(x, y)〉x .
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Indeksot x vo skalarniot proizvod indicira deka skalarniot proizvod

se primenuva vo odnos na promenlivata x.

Sledejḱi gi Sloan i Vo�niakovski [SlVo1] ḱe go vovedeme kon-

ceptot na Kvazi-Monte Karlo integriraǌe vo Hilbertov prostor gene-

riran so reproduciraqko jadro.

Neka Hs(K) bide Hilbertov prostor so reproduciraqko jadro

K(~x, ~y) : [0, 1)2s → C i so norma ‖ · ‖Hs(K) .

Poveḱedimenzionalniot integral

Is(f) =

∫
[0,1)s

f(~x)d~x, f ∈ Hs(K)

se aproksimira so Kvazi-Monte Karlo algoritam so ednakvi

kvadraturni te�ini

Qs(f ;PN ) =
1

N

N−1∑
n=0

f( ~xn),

kade xto PN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1} e dadena mre�a od N ≥ 1 toqki vo [0, 1)s.

Grexka-vo-najlox-sluqaj na itegriraǌeto vo prostorot Hs(K)

se definira so

e(Hs(K);PN ) = sup
f ∈ Hs(K),

‖ f ‖Hs(K)≤1

|Is(f)−Qs(f ;PN )| .

Sledejḱi gi Sloan i Vo�niakovski [SlVo1] ovde ḱe go iz-

neseme sledniot rezultat: Grexkata-vo-najlox-sluqaj na integri-

raǌeto e(Hs(K);PN ) vo prostorot Hs(K) preku koristeǌe na PN =
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{~x0, ~x1, . . . , ~xN−1} - proizvolna mre�a go zadovoluva ravenstvoto

e2(Hs(K);PN )

=

∫
[0,1]2s

K(~x, ~y)d~xd~y − 2

N

N−1∑
n=0

∫
[0,1]s

K(~xn, ~y)d~y +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

K(~xn, ~xh). (1.8)

Vo ovaa glava bea izneseni osnovnite poimi i tvrdeǌa od teori-

jata svrzana so problematikata koja se razgleduva vo ovaa disertacija.

Osnovnite zadaqi i nivnite rexenija ḱe bidat pretstaveni

posledovatelno vo tekot na slednite tri glavi.
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Glava 2

Za sredno-kvadratnata grexka na

integriraǌeto vo te�inski Soboǉev

prostor HSob,s,~γ,B4

2.1 Vovedni poimi

Vo ovaa glava ḱe go razgledame poveḱedimenzionalnoto Kvazi-Monte

Karlo integriraǌe vo te�inski Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4
voveden od

Hikernel [Hik]. Ovoj prostor e generiran od reproduciraqko jadro

bazirano na polinomite na Bernuli do stepen 4. Nie ḱe gi aproksimi-

rame integralite od integrandite od ovoj prostor so Kvazi-Monte

Karlo algoritam so ednakvi kvadraturni te�ini. Vo ispituvaǌata

ja dobivme sredno-kvadratnata grexka na integriraǌe vo te�inskiot

Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4
vo oblik na Volx-Furiev red. Kako pos-

ledica od ovaa formula ja dobivame gornata granica i asimptotskoto

45
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odnesuvaǌe O(b−m) na sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto vo

ovoj prostor so koristeǌe na (t,m, s)−mre�a, koja e (s, b)−digitalno po-

mestena.

Vo ovaa glava ḱe vovedeme nova transformacija na toqkite od

dadena niza od [0, 1)s, taka nareqena ”tent”-transformacija pri baza b,

pri xto b e proizvolen paren priroden broj.

Ponatamu vo presmetkite ḱe bide dobiena gorna granica i

asimptotsko odnesuvaǌe O(b−2m) na sredno-kvadratnata grexka na in-

tegriraǌeto vo prostorot HSob,s,~γ,B4
so koristeǌe na (t,m, s)−mre�a, koja

e (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so tent-transformacija

pri baza b.

2.1.1 Postapka na (s, b)−digitalno pomestuvaǌe

Rezultatite koi gi dobivme vo istra�uvaǌata i se prezentirani

vo ovaa glava pretstavuvaat obopxtuvaǌe na rezultatite dobieni od

Kristea, Dik, Leobaher i Pilixhamer [KDLP]. Vo poslednite godini

Kristea, Dik, Leobaher i Pilixhamer, Dik i Pilixhamer [DiPi 1] i

drugi avtori gi koristat Volxovite funkcii od red b ≥ 2 i nivni gene-

ralizacii kako na primer Volxovi funkcii nad koneqni poliǌa kako

alatka za rexavaǌe na problemi od poveḱedimenzionalnata integracija

vo te�inski Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4
.

Sleduva potsetuvaǌe na nekoi opxto poznati poimi i rezultati

od teorijata na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto.

Za proizvolni realni broevi x, y ∈ [0, 1) so zapisi vo broen sistem
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so osnova b od oblik

x =

∞∑
i=0

xib
−i−1, y =

∞∑
i=0

yib
−i−1,

kade xto za i ≥ 0 xi, yi ∈ {0, 1, . . . , b − 1}, i za beskoneqno mnogu vrednosti

na i va�i xi 6= b− 1 i yi 6= b− 1, neka e definirana operacijata

x⊕b1 y =

∞∑
i=0

[(xi + yi)(mod b)]b−i−1.

Za proizvolni vektori ~x = (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1)s, ~y = (y1, . . . , ys) ∈ [0, 1)s se

definira operacijata

~x⊕bs ~y = (x1 ⊕b1 y1, . . . , xs ⊕b1 ys).

Neka PN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1} e proizvolna mre�a vo [0, 1)s. Za proizvolen

vektor ~σ ∈ [0, 1)s se definira taka nareqena (s,b)− digitalno pomestena
mre�a so

PN ((s, b);~σ) = {~x0 ⊕bs ~σ, ~x1 ⊕bs ~σ, . . . , ~xN−1 ⊕bs ~σ}.

So ovaa operacija se postignuva randomiziraǌe na poqetnata

mre�a PN .

Definicija 2.1 Za proizvolno generiraqko jadro K ∈ L2([0, 1]2s) se defi-

nira soodvetno (s,b)−digitalno pomesteno jadro so

K(s,b)−ds(~x, ~y) =

∫
[0,1]s

K(~x⊕bs ~σ, ~y ⊕bs ~σ)d~σ, ~x, ~y ∈ [0, 1]s.

Vo prodol�enie ḱe ja izneseme definicijata za sredno-

kvadratnata grexka na integriraǌeto vo Hilbertov prostor spored

Dik i Pilixhamer [DiPi 1].
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Definicija 2.2 Neka Hs(K) bide proizvolen Hilbertov prostor gene-

riran so jadro K. Neka PN bide proizvolna mre�a sostavena od N toqki

vo [0, 1)s. Sredno-kvadratna grexka ê(s,b)−ds(Hs(K);PN) na integrira-
ǌeto vo prostorot Hs(K) so koristeǌe na sluqajna (s,b)− digi-
talno pomestena mre�a PN se definira so

ê(s,b)−ds(Hs(K);PN ) =

(∫
[0,1]s

e2(Hs(K);PN ((s, b);~σ))d~σ

) 1
2

.

Da zabele�ime deka Dik i Pilixhamer [DiPi 1] go imaat

doka�ano sledniot rezultat.

Sredno-kvadratnata grexka ê(s,b)−ds(Hs(K);PN ) na integriraǌe vo

prostorot Hs(K) so koristeǌe na (s, b)−digitalno pomestena mre�a PN

go zadovoluva ravenstvoto

ê(s,b)−ds(Hs(K);PN ) = e(Hs(K(s,b)−ds);PN ),

t.e. sredno-kvadratnata grexka ê(s,b)−ds(Hs(K);PN ) na integriraǌeto vo

prostorot Hs(K) so koristeǌe na sluqajna (s, b)−digitalno pomestena

mre�a PN e ednakva na obiqnata grexka-vo-najlox-sluqaj na integri-

raǌeto vo Hilbertov prostor generiran so (s, b)−digitalno pomesteno

jadro K(s,b)−ds i so koristeǌe na originalnata mre�a PN .

2.1.2 Tent-transformacija pri baza b

Vo ova podpoglavje ḱe definirame nov tip na transformacija na s−
dimenzionalni mre�i. Da go odbele�ime faktot deka za prv pat poimot

”tent”- transformacija e voveden od Hikernel [Hik] i potoa e koris-

ten od Kristea, Dik, Leobaher i Pilixhamer [KDLP] za rexavaǌe na

zadaqi od Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo te�inski Hilbertov
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prostor. Tie avtori ja razgleduvaat tent-transformacijata samo vo

sluqaj koga b = 2.

Ovde vo naxiot trud nie ḱe predlo�ime edno obopxtuvaǌe na

tent-transformacijata vo sluqaj koga b ≥ 2 e proizvolen paren broj.

Kako specijalen sluqaj na naxata definicija za konkretna vrednost

na b = 2 se dobiva definicijata na tent-transformacijata vovedena od

Hikernel [Hik]. Vo sluqaj koga b e neparen broj vlo�ivme mnogu napori,

no ne se dobija zadovolitelni rezultati.

Spored napravenite istra�uvaǌa od naxa strana, mo�e da pred-

lo�ime i drugi transformacii od tipot na tent-transformacijata koi

se nezavisni od parnosta na b, no po primenata na tie transformacii,

ne se dobija oqekuvanite rezultati za podobri redovi na golemina na

sredno-kvadratnata grexka.

Neka b ≥ 2 e proizvolna baza i b e paren broj. Da definirame

funkcija Φ(x) nad [0, 1) so

Φ(x) =

 b · x− 2α, ako x ∈
[

2α
b ,

2α+1
b

)
, α = 0, 1, . . . , b−2

2 ,

2 + 2α− b · x, ako x ∈
[

2α+1
b , 2α+2

b

)
, α = 0, 1, . . . , b−2

2 ,
(2.1)

koja ḱe ja vikame tent-transformacija pri baza b.

Komentar: tent-transformacijata go dobila imeto spored nejzi-

niot grafik, koj liqi na xator; na slednata slika e pretstaven grafik

na tent-transformacija pri baza b = 14.

Za proizvolen vektor ~x = (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1]s ḱe definirame

funkcija

Φ(~x) = (Φ(x1), . . . ,Φ(xs)).

Vrz toqkite na mre�ata PN ((s, b);~σ) ḱe primenime tent-
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Slika 2.1: Tent-transformacija pri baza b = 14

transformacija pri baza b, pa se dobiva mre�ata:

PN ((s, b); Φ;~σ) = {Φ(~x0 ⊕bs ~σ),Φ(~x1 ⊕bs ~σ), . . . ,Φ(~xN−1 ⊕bs ~σ)},

koja ḱe ja vikame mre�a koja e (s,b)−digitalno pomestena, a potoa
popolneta so tent-transformacija pri baza b.

So slednata definicija ḱe vovedeme nov tip na sredno-kvadratna

grexka na integriraǌe vo te�inskiot prostor Hs(K), a imeno:

Definicija 2.3 Sredno-kvadratna grexka ê(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN ) na

integriraǌe vo prostorot Hs(K) so koristeǌe na mre�a PN ,

koja e (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so tent-

transformacija pri baza b, se definira so

ê(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN ) =

(∫
[0,1]s

e2(Hs(K);PN ((s, b); Φ;~σ))d~σ

) 1
2

.

Soodvetno na gornata definicija, vo slednata definicija ḱe vovedeme
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poim za jadro koe e (s, b)−digitalno pomesteno, a potoa popolneto so

tent-transformacija pri baza b.

Definicija 2.4 Za proizvolno generiraqko jadro K ∈ L2([0, 1]2s) sood-

vetno (s,b)−digitalno pomesteno jadro, a potoa popolneto so tent-
transformacija se definira so

K(s,b)−ds,Φ(~x, ~y) =

∫
[0,1]s

K(Φ(~x⊕bs ~σ),Φ(~y ⊕bs ~σ))d~σ, ~x, ~y ∈ [0, 1]s.

Vo gornata definicija bexe koristen poimot jadro, no poprecizno e

na poqetok da bide koristen poimot ”funkcija” za K(s,b)−ds,Φ. Sledejḱi ja

opxtata algebarska teorija na Aron�ujan [Aro] so koja se dava neopho-

den i dovolen uslov za da edna funkcija bide generiraqko jadro, lesno

mo�e da se doka�e deka funkcijata K(s,b)−ds,Φ(~x, ~y) e navistina generi-

raqko jadro. Dokazot za toa se bazira na faktot deka funkcijata K(x, y)

e generiraqko jadro.

2.2 Poveḱedimenzionalna integracija vo te�in-

ski Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4

2.2.1 Teoriska osnova na Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4

Vo ova poglavje ḱe napravime ispituvaǌa za sredno-kvadratnata

grexka na integriraǌeto vo te�inski Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4
od

funkcii qii parcijalni izvodi do red 2 se integrabilni zaedno so

svojot kvadrat. Ovoj prostor e voveden od Hikernel [Hik]. Sleduva

detalna definicija na ovoj prostor.
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Neka Bk go oznaquva k−tiot polinomi na Bernuli, t. e.

B0(x) = 1, B1(x) = x− 1

2
,

B2(x) = x2 − x+
1

6
, B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30
.

Neka vovedeme oznaka B4 = {B0, B1, B2, B4} i neka S = {1, 2, . . . , s}
bide mno�estvo od indeksite na koordinatite. Za dadeno podmno�estvo

u ⊆ S neka |u| ja oznaquva kardinalnosta na u. Za daden vektor ~x neka ~xu go
oznaquva vektorot dobien od koordinatite na ~x qii indeksi pripaǵaat

na u. Za daden vektor ~γ = (γ1, . . . , γs) od realni pozitivni te�ini kade

xto γ1 ≥ γ2 ≥ . . . ≥ γs > 0, neka γu =
∏
j∈u γj . Pri takvi pretpostavki,

Hikernel [Hik] go definira Soboǉeviot prostor:

HSob,s,~γ,B4
= {h : ||h|| <∞},

kade xto

||h|| =
∑
u⊆S

∑
v⊆u

γ−1
u γ−1

v

∫
[0,1]|v|

[∫
[0,1]s−|v|

∂|u|+|v|h

∂~xu∂~xv
d~xS\v

]2

d~xv.

Generiraqkoto jadro na prostorot HSob,s,~γ,B4
e dadeno so

K~γ(~x, ~y) =

s∏
j=1

Kγj (xj , yj), ~x = (x1, . . . , xs), ~y = (y1, . . . , ys) ∈ [0, 1]s, (2.2)

pri xto za dadeni realni broevi x, y ∈ [0, 1] i dadena te�ina γ > 0 edno-

dimenzionalno generiraqko jadro Kγ(x, y) se definira so

Kγ(x, y) = B0(x)B0(y) + γB1(x)B1(y) +
γ2

4
B2(x)B2(y)− γ2

24
B4(|x− y|). (2.3)
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2.2.2 Formulacija na zadaqite

Prethodno vovedenite poimi za funkcionalniot te�inski Soboǉev

prostor HSob,s,~γ,B4
, za sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto i

razliqnite tipovi na generiraqki jadra ḱe ni dozvolat da gi postavime

za rexavaǌe slednite zadaqi:

Zadaqa 2.1

Da se najde toqna formula za sredno-kvadratnata grexka na in-

tegriraǌeto vo te�inski Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4
preku koristeǌe

na proizvolna mre�a koja e (s, b)−digitalno pomestena.

Zadaqa 2.2

Da se najde redot na golemina na sredno-kvadratnata grexka na

integriraǌeto vo te�inski Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4
preku koristeǌe

na (s, b)−digitalno pomestena (t,m, s)−mre�a.

Zadaqa 2.3

Da se izrazi sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto

vo proizvolen generiran Hilbertov prostor preku koristeǌe na

proizvolna mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popol-

neta so tent-transformacija; vo terminite na obiqna grexka-vo-najlox-

sluqaj na integriraǌeto vo nekoj drug generiran Hilbertov prostor.

Zadaqa 2.4

Da se dobie toqna formula za sredno-kvadratnata grexka na

integriraǌeto vo proizvolen generiran Hilbertov prostor preku ko-

risteǌe na proizvolna mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena, a po-

toa popolneta so tent-transformacija. Potoa da se adaptira taa

formula za sredno-kvadratnata grexka na integriraǌe vo proizvo-

len generiran Hilbertov prostor, no preku koristeǌe na proizvolna

(t,m, s)−mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so
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tent-transformacija.

Zadaqa 2.5

Da se doka�e deka so koristeǌe na tent-transformacija se

podobruva redot na golemina na sredno-kvadratnata grexka na integ-

riraǌeto vo prostorot HSob,s,~γ,B4
.

2.3 Sredno-kvadratna grexka na integriraǌe

vo prostorot HSob,s,~γ,B4
preku koristeǌe na

(s, b)−digitalno pomestena mre�a

Vo ova poglavje se napraveni analizi i ispituvaǌa so koi se re-

xeni postavenite Zadaqa 2.1 i Zadaqa 2.2; imeno vo ova poglavje e

dadena toqna formula za sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto

vo prostorot HSob,s,~γ,B4
preku koristeǌe na proizvolna (s, b)−digitalno

pomestena mre�a i odreden e toqniot red na golemina na istata grexka

preku koristeǌe na (t,m, s)−mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena.

2.3.1 Formula za sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto

vo prostorot HSob,s,~γ,B4 preku koristeǌe na (s, b)−digitalno
pomestena mre�a

Vo ova podpoglavje e doka�ana teorema so koja se opredeluva

toqna formula za sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto vo pros-

torot HSob,s,~γ,B4
preku koristeǌe na (s, b)−digitalno pomestena mre�a

izrazena preku terminite na Volxovite funkcii so baza b ≥ 2. Za da

ja doka�eme toqnosta na taa teorema, neophodno ḱe bide da se doka�at

nekoi prethodni rezultati izlo�eni vo slednite tri lemi.
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Tri korisni ravenstva

Lema 2.1 Neka k ≥ 1 e proizvolen cel broj so zapis vo broen sistem

so osnova b od oblik k = ka−1b
a−1 + ka−2b

a−2 + . . . + k1b + k0, kade xto za

0 ≤ τ ≤ a− 1, kτ ∈ {0, 1, . . . , b− 1} i ka−1 6= 0. Neka definirame funkcija

ρ(b; ka−1) = − b
2

(
1− icotg

π

b
ka−1

)
,

kade i e imaginarnata edinica. Togax va�at slednite ravenstva:

∫ 1

0

x · bwalk(x)dx =


ρ(b;ka−1)

b
1
ba , ako k = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
0, inaku;

∫ 1

0
x2 · bwalk(x)dx =



ρ(b;ka−1)
b

1
ba +

(
ρ(b;ka−1)

b + 1
2 sin2 π

b ka−1

)
1
b2a , ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
2ρ(b;ka−1)ρ(b;kj−1)

b2
1

ba+j , ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
0, inaku;
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i

∫ 1

0
x3 · bwalk(x)dx =



ρ(b;ka−1)
b

1
ba +

3cotg πb ka−1

4

(
cotgπb ka−1 + i

)
1
b2a

+
(

3
4 sin2 π

b ka−1
− 1

2

) (
1− icotgπb ka−1

)
1
b3a , ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
3ρ(b;ka−1)ρ(b;kj−1)

b2
1

ba+j

+
3ρ(b;kj−1)cotg πb ka−1

2b

(
cotgπb ka−1 + i

)
1

b2a+j

+
3ρ(b;ka−1)cotg πb kj−1

2b

(
cotgπb kj−1 + i

)
1

ba+2j , ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b− 1},
6ρ(b;ka−1)ρ(b;kj−1)ρ(b;kµ−1)

b3
1

ba+j+µ , ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1

+kµ−1b
µ−1,

ka−1, kj−1, kµ−1

∈ {1, 2, . . . , b− 1},
0, inaku.

Dokaz na Lema 2.1.

Neka k ≥ 1 bide proizvolen fiksiran cel broj so zapis vo broen

sistem so osnova b daden vo uslovot na Lemata. Ḱe go koristime pret-

stavuvaǌeto

∫ 1

0

x · bwalk(x)dx =

b−1∑
h1=0

b−1∑
h2=0

· · ·
b−1∑
ha=0

∫ h1
b +...+ha+1

ba

h1
b +...+ha

ba

x · bwalk(x)dx. (2.4)

Za x ∈
[
h1

b + . . .+ ha
ba ,

h1

b + . . .+ ha+1
ba

)
toqno e slednoto ravenstvo

bwalk(x) = e
2πi
b h1k0 · e 2πi

b h2k1 · · · e 2πi
b haka−1 .
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Togax od (2.4) se dobiva deka

∫ 1

0

x · bwalk(x)dx

=

b−1∑
h1=0

e−
2πi
b h1k0

b−1∑
h2=0

e−
2πi
b h2k1 · · ·

b−1∑
ha=0

e−
2πi
b haka−1

h1
b +...+ha+1

ba∫
h1
b +...+ha

ba

xdx

=

b−1∑
h1=0

e−
2πi
b h1k0 · · ·

b−1∑
ha=0

e−
2πi
b haka−1 ×

[
1

ba

(
h1

b
+
h2

b2
+ . . .+

ha
ba

)
+

1

2b2a

]
=

1

ba

b−1∑
h1=0

h1

b
e−

2πi
b h1k0 · · ·

b−1∑
ha=0

e−
2πi
b haka−1

+
1

ba

b−1∑
h1=0

e−
2πi
b h1k0

b−1∑
h2=0

h2

b2
e−

2πi
b h2k1 · · ·

b−1∑
ha=0

e−
2πi
b haka−1 + . . .

+
1

ba

b−1∑
h1=0

e−
2πi
b h1k0 · · ·

b−1∑
ha−1=0

e−
2πi
b ha−1ka−2

b−1∑
ha=0

ha
ba
e−

2πi
b haka−1

+
1

2b2a

b−1∑
h1=0

e−
2πi
b h1k0 · · ·

b−1∑
ha=0

e−
2πi
b haka−1

=
ρ(b; ka−1)

b2a

b−1∑
h1=0

e−
2πi
b h1k0 · · ·

b−1∑
ha−1=0

e−
2πi
b ha−1ka−2 ,

(2.5)

pri xto go koristevme faktot deka za sekoj broj β ∈ {1, 2, . . . , b− 1}

b−1∑
h=0

he−
2πi
b hβ = ρ(b;β).

Ako k0 = k1 = . . . = ka−2 = 0, togax k = ka−1b
a−1, pa od (2.5) se

dobiva deka ∫ 1

0

x · bwalk(x)dx =
ρ(b; ka−1)

b

1

ba
.
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Ako postoi indeks δ, 1 ≤ δ ≤ a− 2 takov xto kδ−1 6= 0, sleduva deka

b−1∑
hδ=0

e−
2πi
b hδkδ−1 = 0,

pa od (2.5) se dobiva deka

∫ 1

0

x · bwalk(x)dx = 0.

Koneqno e dobiena toqnosta na prvata formula od tvrdeǌeto na

Lema 2.1. Ostanatite ravenstva vo Lema 2.1 mo�at da bidat doka�ani

na sliqen naqin.

Volx-Furieva prezentacija na (s, b)−digitalno pomesteno jadro

Vo slednite dve lemi ḱe dademe Volx-Furieva prezentacija na (s, b)−
digitalno pomesteno jadro K(s,b)−ds.

Lema 2.2 (i) Neka K(x, y), x, y ∈ [0, 1] e proizvolno generiraqko jadro,

togax soodvetnoto (s, b)−digitalno pomesteno jadro K(s,b)−ds(x, y) ima

Volx-Furiev razvoj od sledniot oblik

K(s,b)−ds(x, y) =

∞∑
k=0

K̂W(b)(k, k)bwalk(x)bwalk(y),

kade xto za sekoj k ∈ N0

K̂W(b)(k, k) =

∫ 1

0

∫ 1

0

K(x, y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy.

(ii) Neka K ∈ L2([0, 1]2s) e proizvolno s−dimenzionalno generiraqko

jadro, togax soodvetnoto (s, b)−digitalno pomesteno jadro K(s,b)−ds(~x, ~y)
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ima razvoj vo Volx-Furiev red od sledniot oblik:

K(s,b)−ds(~x, ~y) =
∑
~k∈Ns0

K̂W(b),~γ(~k,~k)bwal~k(~x)bwal~k(~y), ∀~x, ~y ∈ [0, 1]s,

kade xto za sekoj vektor ~k ∈ Ns0

K̂W(b),~γ(~k,~k) =

∫
[0,1]2s

K~γ(~x, ~y)bwal~k(~x)bwal~k(~y)d~xd~y. (2.6)

Dokaz na Lema 2.2.

(i) Osnovnoto svojstvo na generiraqkite jadra deka ∀x, ∀y ∈ [0, 1)

va�i K(x, y) = K(y, x), implicira deka generiraqkite jadra imaat speci-

jalen vid na nivnite Volx-Furievi razvoi:

K(x, y) =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

K̂W(b)(k, l)bwalk(x)bwall(y),

kade xto

K̂W(b)(k, l) =

∫ 1

0

∫ 1

0

K(x, y)bwalk(x)bwall(y)dxdy.

Ovaa zabelexka primeneta konkretno vrz proizvolno

(s, b)−digitalno pomesteno jadro K(s,b)−ds go dava sledniot rezultat:

K(x⊕b1 σ, y ⊕b1 σ) =

∞∑
k=0

∞∑
l=0

K̂W(b)(k, l)bwalk(x⊕b1 σ)bwall(y ⊕b1 σ),

i

K(s,b)−ds(x, y) =

∫ 1

0

[ ∞∑
k=0

∞∑
l=0

K̂W(b)(k, l)bwalk(x⊕b1 σ)bwall(y ⊕b1 σ)

]
dσ
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=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

K̂W(b)(k, l)

∫ 1

0
bwalk(x)bwalk(σ)bwall(y) · bwall(σ)dσ

=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

K̂W(b)(k, l)bwalk(x)bwall(y)

∫ 1

0
bwalk(σ)bwall(σ)dσ

=

∞∑
k=0

K̂W(b)(k, k)bwalk(x)bwalk(y),

so xto e doka�an delot (i) na lemata.

(ii) Spored opxtata teorija na generiraqki jadra, (vidi [DiPi2]

i [Aro]), lesno se doka�uva deka ako K ∈ L2([0, 1]2s) e proizvolno ge-

neriraqko jadro, togax soodvetnoto (s, b)−digitalno pomesteno jadro

K(s,b)−ds(~x, ~y) ima Volx-Furiev razvoj od oblik

K(s,b)−ds(~x, ~y) =
∑
~k∈Ns0

K̂W(b),~γ(~k,~k)bwal~k(~x)bwal~k(~y), ∀~x, ~y ∈ [0, 1]s,

kade xto za sekoj vektor ~k ∈ Ns0

K̂W(b),~γ(~k,~k) =

∫
[0,1]2s

K~γ(~x, ~y)bwal~k(~x)bwal~k(~y)d~xd~y,

so xto e kompletiran dokazot na Lema 2.2.

Lema 2.3 (i) Neka za proizvolen realen broj γ > 0, Kγ e generiraqko

jadro, definirano so ravenstvoto (2.3). Togax za sekoj cel broj k ≥ 0,

k−tiot Volx-Furiev koeficient K̂W(b);γ(k, k) na funkcijata Kγ(x, y) e
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definiran so

K̂W(b),γ(k, k) =



1, ako k = 0;
γ

4 sin2 π
b ka−1

· 1
b2a

+γ2
[

1
120 + 1

8 sin4 π
b ka−1

− 1
8 sin2 π

b ka−1

]
1
b4a , ako k = ka−1b

a−1, a ≥ 1,

a ∈ Z, ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1};
γ2
[

1
8 sin2 π

b ka−1 sin2 π
b kj−1

− 1
24 sin2 π

b ka−1

]
1

b2(a+j)

+γ2
[

1
120 + 1

4 sin4 π
b ka−1

− 5
24 sin2 π

b ka−1

]
1
b4a , ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k0, a ≥ 1,

za 1 ≤ j ≤ a− 1 :

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
za 0 ≤ τ ≤ j − 2 :

kτ ∈ {0, 1, . . . , b− 1}

.

(ii) Za proizvolen vektor od te�ini ~γ neka K~γ bide generiraq-

koto jadro, definirano so ravenstvoto (2.2). Togax za sekoj vektor
~k ∈ Ns0, ~k−tiot Volx-Furiev koeficient K̂W(b),~γ(~k,~k) na funkcijata

K~γ(~x, ~y) go zadovoluva ravenstvoto:

K̂W(b),~γ(~k,~k) =

s∏
j=1

K̂W(b),γj (kj , kj).

(iii) (s, b)-digitalno pomestenoto jadro K(s,b)−ds(~x, ~y) ima

prezentacija kako Volx-Furiev red od oblik

K(s,b)−ds(~x, ~y) =
∑
~k∈Ns0

K̂W(b),~γ(~k,~k)bwal~k(~x)bwal~k(~y), ∀~x, ~y ∈ [0, 1]s.

Dokaz na Lema 2.3.
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(i) za sekoj cel broj k ≥ 0 i realen broj γ > 0, soglasno so formu-

lata (2.6) od Lema 2.2 imame deka

K̂W(b);γ(k, k) =

∫ 1

0

∫ 1

0

B0(x)B0(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ γ

∫ 1

0

∫ 1

0

B1(x)B1(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+
γ2

4

∫ 1

0

∫ 1

0

B2(x)B2(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

− γ2

24

∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|x− y|)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

= I0(k) + γI1(k) +
γ2

4
I2(k)− γ2

24
I4(k).

(2.7)

Ako postavime k = 0 i od (2.7) lesno se presmetuva deka

K̂W(b);γ(0, 0) = 1. (2.8)

Neka sega k ≥ 1 bide proizvolen cel broj so pretstavuvaǌe vo

broen sistem so osnova b od oblik:

k = ka−1b
a−1 + ka−2b

a−2 + . . .+ k1b+ k0, (2.9)

kade xto a e cel broj, a ≥ 1 i za 0 ≤ τ ≤ a−1, kτ ∈ {0, 1, . . . , b−1}, i ka−1 6= 0.

Oqigledno e deka

I0(k) = 0. (2.10)

Sleduva presmetuvaǌe na integralot I1(k) :

I1(k) =

∫ 1

0

∫ 1

0

B1(x)B1(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy.
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Vo sila se ravenstvata:

I1(k) =

∫ 1

0

B1(x)bwalk(x)dx

∫ 1

0

B1(y)bwalk(y)dy = |J1(k)|2, (2.11)

kade xto J1(k) =
∫ 1

0
B1(x)bwalk(x)dx.

So koristeǌe na prvoto ravenstvo od Lema 2.1 sleduva deka

J1(k) =
1∫
0

(
x− 1

2

)
bwalk(x)dx =

1∫
0

x · bwalk(x)dx− 1
2

1∫
0
bwalk(x)dx

=


ρ(b; ka−1)

b

1

ba
, ako k = ka−1b

a−1, a ≥ 1, ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},

0, inaku.
(2.12)

Od (2.11) i (2.12) se dobiva ravenstvoto

I1(k) =


1

4 sin2 π
b ka−1

· 1

b2a
, ako k = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},

0, inaku.
(2.13)

Sleduva presmetuvaǌe na integralot

I2(k) =

∫ 1

0

B2(x)bwalk(x)dx

∫ 1

0

B2(y)bwalk(y)dy.

Dobivame:

I2(k) =

∫ 1

0

B2(x)bwalk(x)dx

∫ 1

0

B2(y)bwalk(y)dy = |J2(k)|2, (2.14)

kade xto J2(k) =
∫ 1

0
B2(x)bwalk(x)dx. Ponatamu sleduva toqnosta na raven-

stvoto

J2(k) =

∫ 1

0

x2 · bwalk(x)dx−
∫ 1

0

x · bwalk(x)dx. (2.15)

So koristeǌe na prvoto i vtoroto ravenstvo na Lema 2.1, od (2.14) i
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(2.15) sleduva ravenstvoto

I2(k) =

cos2 π
b ka−1

4 sin4 π
b ka−1

· 1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1},

1

4 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

· 1

b2(a+j)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1, a ≥ 1,

1 ≤ j < a; ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b− 1},
0, inaku.

(2.16)

Sleduva presmetuvaǌe na vrednosta na integralot:

I4(k) =

∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|x− y|)bwalk(x)bwalk(y)dxdy.

Ponatamu sleduva:

I4(k) =

1∫
0

1∫
0

[
|x− y|4 − 2|x− y|3 + |x− y|2 − 1

30

]
bwalk(x)bwalk(y)dxdy

=

1∫
0

1∫
0

|x− y|4bwalk(x)bwalk(y)dxdy

− 2

1∫
0

1∫
0

|x− y|3bwalk(x)bwalk(y)dxdy +

1∫
0

1∫
0

|x− y|2bwalk(x)bwalk(y)dxdy

− 1

30

1∫
0

1∫
0

bwalk(x)bwalk(y)dxdy = A4(k)− 2A3(k) +A2(k)− 1

30
A0(k). (2.17)

Oqigledno e deka

A0(k) = 0. (2.18)
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So koristeǌe na Lema 2.1 posledovatelno se dobiva:

A2(k) =

1∫
0

1∫
0

|x− y|2bwalk(x)bwalk(y)dxdy

=

1∫
0

x2 · bwalk(x)dx ·
1∫

0

bwalk(y)dy − 2

1∫
0

x · bwalk(x)dx ·
1∫

0

y · bwalk(y)dy

+

1∫
0

bwalk(x)dx ·
1∫

0

y2 · bwalk(y)dy = −2

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

x · bwalk(x)dx

∣∣∣∣∣∣
2

=

 −2 |ρ(b;ka−1)|2
b2 · 1

b2a ako k = ka−1b
a−1, a ≥ 1, ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},

0, inaku

=

 −1
2 sin2 π

b ka−1
· 1
b2a , ako k = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},

0, inaku.
(2.19)

Gi imame slednite ravenstva

A4(k) =

1∫
0

1∫
0

|x− y|4bwalk(x)bwalk(y)dxdy

=

1∫
0

1∫
0

(x4 − 4x3y + 6x2y2 − 4xy3 + y4)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

=

1∫
0

x4 · bwalk(x)dx

1∫
0

bwalk(y)dy − 4

1∫
0

x3 · bwalk(x)dx

1∫
0

y · bwalk(y)dy

+ 6

1∫
0

x2 · bwalk(x)dx

1∫
0

y2 · bwalk(y)dy − 4

1∫
0

x · bwalk(x)dx

1∫
0

y3
bwalk(y)dy

+

1∫
0

bwalk(x)dx

1∫
0

y4
bwalk(y)dy

= − 8Re

 1∫
0

x3 · bwalk(x)dx

1∫
0

y · bwalk(y)dy

+ 6

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

x2 · bwalk(x)dx

∣∣∣∣∣∣
2

.

(2.20)
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So koristeǌe na Lema 2.1 se dobiva sledniot rezultat:

Re

[∫ 1

0

x3 · bwalk(x)dx

∫ 1

0

y · bwalk(y)dy

]

=


1

4 sin2 π
b ka−1

· 1

b2a

+
(

1
4 sin2 π

b ka−1
− 3

8 sin4 π
b ka−1

)
· 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1},

0, inaku
(2.21)

i ∣∣∣∣∣∣
1∫

0

x2 · bwalk(x)dx

∣∣∣∣∣∣
2

=



1

4 sin2 π
b ka−1

· 1

b2a

+
cos2 π

b ka−1

4 sin2 π
b ka−1

· 1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1},

1

4 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

· 1

b2(a+j)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}
0, inaku.

(2.22)

Od (2.20), (2.21) i (2.22) se dobiva deka

A4(k) =

(
−7

2 sin2 π
b ka−1

+
9

2 sin4 π
b ka−1

)
· 1

b4a
,

+
−1

2 sin2 π
b ka−1

· 1

b2a
akok = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1},

3

2 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

· 1

b2(a+j)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}
0, inaku.

(2.23)
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Mo�e da se doka�e deka za β ∈ {1, 2, . . . , b−1} va�at slednite raven-
stva:

Re

[
b−1∑
u=0

b−1∑
v=u

(v − u)e
2πi
b (v−u)β

]
=

−b
2 sin2 π

b β
; (2.24)

Re

[
b−1∑
u=0

b−1∑
v=u

(v3 − u3)e
2πi
b (v−u)β

]
=
−b2(2b− 3)

4 sin2 π
b β

+
3b(1 + cos 2π

b β)

8 sin4 π
b β

. (2.25)

Soglasno so zapisot (2.9) na celiot broj k, ḱe gi dobieme sled-

nite ravenstva:

A3(k) =

∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|3bwalk(x)bwalk(y)dxdy

=

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v=0

u+1
ba∫
u
ba

v+1
ba∫
v
ba

|x− y|3bwalk(x)bwalk(y)dxdy

=

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v=0

bwalk

( u
ba

)
bwalk

( v
va

)∫ u+1
ba

u
ba

∫ v+1
ba

v
ba

|x− y|3dxdy.

(2.26)

Vo prodol�enie ḱe koristime tehnika sliqna na tehnikata predlo�ena

i razviena vo ([DiPi2]). Na takov naqin se dobiva deka va�i slednoto

ravenstvo:

∫ u+1
ba

u
ba

∫ v+1
ba

v
ba

|x− y|3dxdy =


1
10

1
b5a , ako u = v(
|u− v|3 + |u−v|

2

)
1
b5a , ako u 6= v.

Sega, od (2.26) se dobiva deka

A3(k) =
1

10

1

b5a

ba−1∑
u=0

bwalk

( u
ba

)
bwalk

( u
ba

)
+

1

2b5a

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)
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+
1

b5a

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|3bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)

=
1

10

1

b4a
+

1

2b5a

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)

+
1

b5a

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|3bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)
.

(2.27)

Ḱe ja presmetame prvata suma od ravenstvoto (2.27). Ako e dadena mat-

rica A = (au,v)
ba−1
u,v=0 za koja au,v ∈ C i au,v = av,u, togax va�i slednoto

ravenstvo
ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

au,v = 2Re

[
ba−2∑
u=0

ba−1∑
v=u+1

au,v

]
.

Sega go imame ravenstvoto

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)

= 2Re

[
ba−2∑
u=0

ba−1∑
v=u+1

(v − u)bwalk

( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)]
.

(2.28)

Za proizvolni celi broevi 0 ≤ u ≤ ba − 2 i 0 ≤ v ≤ ba − 1, ḱe gi

koristime pretstavuvaǌata

u = bu′ + u0, v = bv′ + v0,

kade xto

0 ≤ u′, v′ ≤ ba−1 − 1 i 0 ≤ u0, v0 ≤ b− 1.
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Togax, uslovot v ≥ u+ 1 e ekvivalenten na sluqaite:

prv sluqaj v′ > u′, 0 ≤ u0, v0 ≤ b− 1 i

vtor sluqaj v′ = u′, v0 > u0.

Sega se dobiva deka

ba−2∑
u=0

ba−1∑
v=u

(v − u)bwalk

( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)
=

ba−1−1∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

b−1∑
u0=0

b−1∑
v0=0

[(bv′ + v0)− (bu′ + u0)]

× bwalk

(
bu′ + u0

ba

)
bwalk

(
bv′ + v0

ba

)
+

ba−1−1∑
u′=0

b−1∑
u0=0

b−1∑
v0=u0

(v0 − u0)bwalk

(
bu′ + u0

ba

)
bwalk

(
bu′ + v0

ba

)
(2.29)

Ḱe gi presmetame dvete sumi od gornoto ravenstvo. Vo prodol�e-

nie sleduvaat soodvetnite presmetki.

ba−1−1∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

b−1∑
u0=0

b−1∑
v0=0

[(bv′ + v0)− (bu′ + u0)] bwalk

(
bu′ + u0

ba

)
bwalk

(
bv′ + v0

ba

)

=

ba−1−1∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

b−1∑
u0=0

b−1∑
v0=0

[(bv′ + v0)− (bu′ + u0)]

× bwalk

(
u′

ba−1

)
e−

2πi
b ka−1u0

bwalk

(
v′

ba−1

)
e

2πi
b ka−1v0

=

ba−1−1∑
u′=0

bwalk

(
u′

ba−1

) ba−1−1∑
v′=u′+1

bwalk

(
v′

ba−1

)
×

[
bv′

b−1∑
u0=0

e−
2πi
b ka−1u0

b−1∑
v0=0

e
2πi
b ka−1v0 +

b−1∑
u0=0

e−
2πi
b ka−1u0

b−1∑
v0=0

v0e
2πi
b ka−1v0

− bu′
b−1∑
u0=0

e−
2πi
b ka−1u0

b−1∑
v0=0

e
2πi
b ka−1v0 −

b−1∑
u0=0

u0e
− 2πi

b ka−1u0

b−1∑
v0=0

e
2πi
b ka−1v0

]
= 0.

(2.30)
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Za vtorata suma na (2.29) se dobiva

ba−1−1∑
u′=0

b−1∑
u0=0

b−1∑
v0=u0

(v0 − u0)bwalk

(
bu′ + u0

ba

)
bwalk

(
bu′ + v0

ba

)
=

ba−1−1∑
u′=0

b−1∑
u0=0

b−1∑
v0=u0

(v0 − u0)e−
2πi
b ka−1u0e

2πi
b ka−1v0 = ba−1

b−1∑
u=0

b−1∑
v=u

(v − u)e
2πi
b (v−u)ka−1 .

(2.31)

Od (2.28), (2.29), (2.30), (2.31) i so koristeǌe na ravenstvoto

(2.24) se dobiva deka

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)

= 2Re

[
ba−1

b−1∑
u=0

b−1∑
v=u

(v − u)e
2πi
b (v−u)ka−1

]
=

−ba

sin2 π
b ka−1

.

(2.32)

Go imame slednoto pretstavuvaǌe:

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|3bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)

= 2Re


ba−1−2∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

b−1∑
u0=0

b−1∑
v0=0

[(bv′ + v0)− (bu′ + u0)]
3

× bwalk

(
u′

ba−1

)
bwalk

(
v′

ba−1

)
e

2πi
b (v0−u0)ka−1

}

+ 2Re


ba−1−1∑
u′=0

b−1∑
u0=0

b−1∑
v0=u0

(v0 − u0)3e
2πi
b (v0−u0)ka−1


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=

(
− b2 + 4

2 sin2 π
b ka−1

+
3

sin4 π
b ka−1

)
ba

+ 2Re


ba−1−2∑
u′=0

bwalk

(
u′

ba−1

) ba−1−1∑
v′=u′+1

bwalk

(
v′

ba−1

)

×

[
b3(v′ − u′)3

b−1∑
u0=0

e−
2πi
b u0ka−1

b−1∑
v0=0

e
2πi
b v0ka−1

+ 3b2(v′ − u′)2
b−1∑
u0=0

e−
2πi
b u0ka−1

b−1∑
v0=0

v0e
2πi
b v0ka−1

− 3b2(v′ − u′)2
b−1∑
u0=0

u0e
− 2πi

b u0ka−1

b−1∑
v0=0

e
2πi
b v0ka−1

+ 3b(v′ − u′)
∑b−1
u0=0 e

− 2πi
b u0ka−1

∑b−1
v0=0 v

2
0e

2πi
b v0ka−1

− 6b(v′ − u′)
b−1∑
u0=0

u0e
− 2πi

b u0ka−1

b−1∑
v0=0

v0e
2πi
b v0ka−1

+ 3b(v′ − u′)
b−1∑
u0=0

u2
0e
− 2πi

b u0ka−1

b−1∑
v0=0

e
2πi
b v0ka−1

+

b−1∑
u0=0

e−
2πi
b u0ka−1

b−1∑
v0=0

v3
0e

2πi
b v0ka−1 −

b−1∑
u0=0

u3
0e
− 2πi

b u0ka−1

b−1∑
v0=0

e
2πi
b v0ka−1

− 3

b−1∑
u0=0

u0e
− 2πi

b u0ka−1

b−1∑
v0=0

v2
0e

2πi
b v0ka−1 + 3

b−1∑
u0=0

u2
0e
− 2πi

b u0ka−1

b−1∑
v0=0

v0e
2πi
b v0ka−1

]}

=

(
− b2 + 4

2 sin2 π
b ka−1

+
3

sin4 π
b ka−1

)
ba

+ 2Re


ba−1−2∑
u′=0

bwalk

(
u′

ba−1

) ba−1−1∑
v′=u′+1

bwalk

(
v′

ba−1

)

×

[
−6b(v′ − u′)

b−1∑
u0=0

u0e
− 2πi

b u0ka−1

b−1∑
v0=0

v0e
2πi
b v0ka−1
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+ 3

b−1∑
u0=0

u2
0e
− 2πi

b u0ka−1

b−1∑
v0=0

v0e
2πi
b v0ka−1 − 3

b−1∑
u0=0

u0e
− 2πi

b u0ka−1

b−1∑
v0=0

v2
0e

2πi
b v0ka−1

]}

=

(
− b2 + 4

2 sin2 π
b ka−1

+
3

sin4 π
b ka−1

)
ba

− v 3b3

sin2 π
b ka−1

Re
{∑ba−1−2

u′=0

∑ba−1−1
v′=u′+1(v′ − u′)bwalk

(
u′

ba−1

)
bwalk

(
v′

ba−1

)}
− 3b2

sin2 π
b ka−1

cotg
π

b
ka−1Re

i

ba−1−2∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

bwalk

(
u′

ba−1

)
bwalk

(
v′

ba−1

)
=

(
− b2 + 4

2 sin2 π
b ka−1

+
3

sin4 π
b ka−1

)
ba

− 3b3

sin2 π
b ka−1

Re


ba−1−2∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

(v′ − u′)e− 2πi
b [k0(va−1−ua−1)+...+ka−2(v1−u1)]


− 3b2

sin2 π
b ka−1

cotg
π

b
ka−1Re

i

ba−1−2∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

e
2πi
b [k0(va−1−ua−1)+...+ka−2(v1−u1)]

 .

(2.33)

Neka k = ka−1b
a−1, kade xto a ≥ 1 i ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b − 1}. Togax od

(2.33) se dobiva deka

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|3bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)

=

(
− b2 + 4

2 sin2 π
b ka−1

+
3

sin4 π
b ka−1

)
ba − 1

2 sin2 π
b ka−1

b3a.

(2.34)

Neka 1 ≤ j ≤ a − 1 e najgolemiot indeks, taka xto k = ka−1b
a−1 +

kj−1b
j−1 + . . .+ k1b+ k0, kade xto ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.
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Ḱe ja koristime notacijata

ba−1−2∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

(v′ − u′)e 2πi
b [k0(va−1−ua−1)+...+ka−2(v1−u1)]

=

ba−1−2∑
n=0

ba−1−1∑
m=n+1

(m− n)e
2πi
b [k0(ma−2−na−2)+...+kj−1(ma−j−1−na−j−1)].

(2.35)

Ovde ḱe gi vovedeme oznakite

n = n′ + na−j−1 + n′′

i

m = m′ +ma−j−1 +m′′,

kade xto

n′ = na−2b
a−2 + . . .+ na−jb

a−j ,

n′′ = na−j−2b
a−j−2 + . . .+ n1b+ n0,

m′ = ma−2b
a−2 + . . .+ma−jb

a−j

i

m′′ = ma−j−2b
a−j−2 + . . .+m1b+m0.

Togax od (2.35) se dobiva deka

ba−1−2∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

(v′ − u′)e 2πi
b [k0(va−1−ua−1)+...+ka−2(v1−u1)]

=
∑
n′′

b−1∑
na−j−1=0

∑
n′

∑
m′′

b−1∑
ma−j−1=0

∑
m′︸ ︷︷ ︸

m≥n+1

[(m′ − n′) + (ma−j−1 − na−j−1)ba−j−1

+ (m′′ − n′′)]e 2πi
b [k0(ma−2−na−2)+...+kj−1(ma−j−1−na−j−1)].

(2.36)

Uslovot m ≥ n+ 1 gi nalo�uva sluqaite:
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Prviot sluqaj, kade xto m′ > n′, 0 ≤ na−j−1,ma−j−1 ≤ b− 1, n′′ i m′′

mo�e da bidat proizvolni;

Vtoriot sluqaj, kade xto m′ = n′, ma−j−1 > na−j−1, n
′′ i m′′ mo�e

da bidat proizvolni;

Tretiot sluqaj, kade xto m′ = n′, ma−j−1 = na−j−1, i m′′ > n′′.

Togax od (2.36) se dobiva deka

ba−1−2∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

(v′ − u′)e 2πi
b [k0(va−1−ua−1)+...+ka−2(v1−u1)]

=
∑
n′′

∑
m′′

∑
n′

∑
m′′

∑
m′

m′ > n′

b−1∑
na−j−1=0

b−1∑
ma−j−1=0

[(m′ − n′) + (m′′ − n′′)

+ (ma−j−1 − na−j−1)ba−j−1]e
2πi
b [k0(ma−2−na−2)+...+kj−1(ma−j−1−na−j−1)]

+
∑
n′

ba−j−1−1∑
n′′=0

ba−j−1−1∑
m′′=0

b−2∑
na−j−1=0

b−1∑
ma−j−1=na−j−1+1

[(m′′ − n′′)

+ (ma−j−1 − na−j−1)ba−j−1]e
2πi
b kj−1(ma−j−1−na−j−1)

+
∑
n′

ba−j−1−2∑
n′′=0

ba−j−1−1∑
m′′=n′′+1

b−1∑
na−j−1=0

(m′′ − n′′).

(2.37)

Gi dobivme rezultatite:

∑
n′′

∑
m′′

∑
n′

∑
m′′

∑
m′

m′ > n′

b−1∑
na−j−1=0

b−1∑
ma−j−1=0

[(m′ − n′) + (m′′ − n′′)

+ (ma−j−1 − na−j−1)ba−j−1]e
2πi
b [k0(ma−2−na−2)+...+kj−1(ma−j−1−na−j−1)] = 0;

(2.38)
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∑
n′

ba−j−1−1∑
n′′=0

ba−j−1−1∑
m′′=0

b−2∑
na−j−1=0

b−1∑
ma−j−1=na−j−1+1

[(m′′ − n′′

+ (ma−j−1 − na−j−1)ba−j−1]e
2πi
b kj−1(ma−j−1−na−j−1)

=
−1

2 sin2 π
b kj−1

bjb3(a−j−1);

(2.39)

∑
n′

ba−j−1−2∑
n′′=0

ba−j−1−1∑
m′′=n′′+1

b−1∑
na−j−1=0

(m′′ − n′′) = bj
(
b3(a−j)

6b3
− ba−j

6b

)
. (2.40)

Od (2.37), (2.38), (2.39) i (2.40) se dobiva deka

ba−1−2∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

(v′ − u′)e 2πi
b [k0(va−1−ua−1)+...+ka−2(v1−u1)]

= −bj
[

3− sin2 π
b kj−1

6b3 sin2 π
b kj−1

b3(a−j) +
ba−j

6b

]
.

(2.41)

Ja imame slednata prezentacija:

ba−1−2∑
u′=0

ba−1−1∑
v′=u′+1

bwalk

(
u′

ba−1

)
bwalk

(
v′

ba−1

)

=

ba−1−2∑
n=0

ba−1−1∑
m=n+1

e
2πi
b [k0(ma−2−na−2)+...+kj−1(ma−j−1−na−j−1)]

=
∑
n′′

∑
n′

∑
m′′

∑
m′

e
2πi
b [k0(ma−2−na−2)+...+kj−2(ma−j−na−j)]

×
b−1∑

na−j−1=0

e−
2πi
b kj−1na−j−1

b−1∑
ma−j−1=0

e
2πi
b kj−1ma−j−1 = 0.

(2.42)

Od (2.33), (2.41) i (2.42) vo sluqajot koga k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1 +
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. . .+ k1b+ k0 se dobiva deka

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|3bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)

=

(
−2

sin2 π
b ka−1

+
3

sin4 π
b ka−1

)
ba +

3− sin2 π
b kj−1

2 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

bjb3(a−j).

(2.43)

Od (2.34) i (2.43) go imame sledniot finalen rezultat

ba−1∑
u=0

ba−1∑
v = 0

v 6= u

|u− v|3bwalk
( u
ba

)
bwalk

( v
ba

)

=



(
−2

sin2 π
b ka−1

+ 3
sin4 π

b ka−1

)
· ba

− b3a

2 sin2 π
b ka−1

, ako k = ka−1b
a−1,

ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1},(
−2

sin2 π
b ka−1

+
3

sin4 π
b ka−1

)
· ba

+
3− sin2 π

b kj−1

2 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

· bj · b3(a−j), ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k0, a ≥ 1,

1 ≤ j < a,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.
(2.44)
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Togax, od (2.27), (2.32) i (2.44) koneqno se dobiva deka

A3(k) =

(
1

10
− 5

2 sin2 π
b ka−1

+
3

sin4 π
b ka−1

)
1

b4a
,

+
−1

2 sin2 π
b ka−1

1

b2a
ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
3− sin2 π

b kj−1

2 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

1

b2(a+j)

+

(
1

10
− 5

2 sin2 π
b ka−1

+
3

sin4 π
b ka−1

)
1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

. . .+ k1b+ k0,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.
(2.45)

Neka za proizvolni celi broevi α, β ∈ {1, 2, . . . , b− 1} postavime

ω′1(b;α) =
1

10
− 5

2 sin2 π
bα

+
3

sin4 π
bα

,

ω′2(b;α;β) =
3− sin2 π

b β

2 sin2 π
bα sin2 π

b β

i

ω′3(b;α) =
1

10
− 5

2 sin2 π
bα

+
3

sin4 π
bα

.
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Togax, se dobiva deka

A3(k) =

−1

2 sin2 π
b ka−1

1

b2a
+ ω′1(b; ka−1)

1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},

ω′2(b; ka−1; kj−1)
1

b2(a+j)
+

ω′3(b; ka−1)
1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

. . .+ k1b+ k0,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.

(2.46)

Od (2.16), (2.17), (2.18), (2.19), (2.23) i (2.45) koneqno dobivame
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deka

I4(k) =

0, ako k = 0,(
−1

5
+

3

2 sin2 π
b ka−1

− 3

2 sin4 π
b ka−1

)
· 1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1,

a ≥ 1, ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1},(
−1

5
+

5

sin2 π
b ka−1

− 6

sin4 π
b ka−1

)
· 1

b4a
+

−3 + 2 sin2 π
b kj−1

2 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

· 1

b2(a+j)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1,

a ≥ 1, 1 ≤ j < a,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},(
−1

5
+

5

sin2 π
b ka−1

− 6

sin4 π
b ka−1

)
· 1

b4a
−

3− sin2 π
b kj−1

sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

· 1

b2(a+j)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+ k0,

a ≥ 1, 1 ≤ j < a,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
za 0 ≤ τ ≤ j − 2

kτ ∈ {0, 1, . . . , b− 1}.
(2.47)

Od (2.8), (2.10), (2.13), (2.16) i (2.47), za sekoj cel broj k ≥ 0 i
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realen broj γ > 0 se dobiva deka

K̂W(b),γ(k, k) =

1, ako k = 0,

γ2

(
1

120
+

1

8 sin4 π
b ka−1

− 1

8 sin2 π
b ka−1

)
1

b4a

+
γ

4 sin2 π
b ka−1

1

b2a
ako k = ka−1b

a−1, a ≥ 1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
γ2
(

1
8 sin2 π

b ka−1 sin2 π
b kj−1

− 1
24 sin2 π

b ka−1

)
1

b2(a+j)

+γ2
(

1
120 −

5
24 sin2 π

b ka−1
+ 1

4 sin4 π
b ka−1

)
1
b4a , ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1

a ≥ 1, 1 ≤ j < a,

ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b− 1},
γ2
(

1
8 sin2 π

b ka−1 sin2 π
b kj−1

− 1
24 sin2 π

b ka−1

)
1

b2(a+j)

+γ2
(

1
120 −

5
24 sin2 π

b ka−1
+ 1

4 sin4 π
b ka−1

)
1
b4a , ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+ k0,

a ≥ 1, 1 ≤ j < a,

za 0 ≤ τ ≤ j − 2,

kτ ∈ {0, 1, . . . , b− 1},
ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b− 1},
i postoi indeks i,

0 ≤ i ≤ j − 2, ki 6= 0

Vo poslednata formula tretiot i qetvrtiot sluqaj mo�e da bidat obe-
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dineti vo eden sluqaj. Na toj naqin, mo�eme da zapixeme:

K̂W(b),γ(k, k) =

1, ako k = 0,

γ2

(
1

120
+

1

8 sin4 π
b ka−1

− 1

8 sin2 π
b ka−1

)
1

b4a

+
γ

4 sin2 π
b ka−1

1

b2a
ako k = ka−1b

a−1, a ≥ 1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
γ2
(

1
8 sin2 π

b ka−1 sin2 π
b kj−1

− 1
24 sin2 π

b ka−1

)
1

b2(a+j)

+γ2
(

1
120 −

5
24 sin2 π

b ka−1
+ 1

4 sin4 π
b ka−1

)
1
b4a , ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+ k0,

a ≥ 1, 1 ≤ j < a,

za 0 ≤ τ ≤ j − 2,

kτ ∈ {0, 1, . . . , b− 1}
ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b− 1}.

(ii) Da go zabele�ime faktot deka za sekoj vektor ~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0 i

vektor od te�ini ~γ = (γ1, . . . , γs) va�at slednite ravenstva:

K̂W(b),γ(~k,~k) =

s∏
j=1

K̂W(b),γj (kj , kj) = K̂W(b),s,γ(~k,~k),

so toa e doka�ana toqnosta na del (i) od ovaa lema.

Toqnosta na (iii) od Lemata sleduva neposredno od (ii), so xto

Lema 2.3 e doka�ana.

Teorema 2.1 Sredno-kvadratnata grexka ê(s,b)−ds(HSob,s,~γ,B4
;PN ) na in-

tegriraǌeto vo te�inski Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4
preku koris-

teǌe na proizvolna sluqajna (s, b)−digitalno pomestena mre�a PN =
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{~x0, ~x1, . . . , ~xN−1} e dadena so ravenstvoto

ê2
(s,b)−ds(HSob,s,~γ,B4

;PN ) = −1 +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

∑
~k∈ ~Ns0

K̂W(b),~γ(~k,~k)bwal~k(~xn)bwal~k(~xh),

kade xto za proizvolen vektor od te�ini ~γ = (γ1, . . . , γs) i vektor ~k =

(k1, . . . , ks) ∈ Ns
0 koeficientot

K̂W(b),~γ(~k,~k)

e definiran vo Lema 2.3.

Teorema 2.1 pretstavuva obopxtuvaǌe na rezultatite na Kris-

tea, Dik, Leobaher i Pilixhamer [KDLP]. Ako vo Teorema 2.1

postavime b = 2 se dobiva rezultatot od Teorema 4 od [KDLP].

Dokaz na Teorema 2.1.

Vo dokazot na ovaa teorema ḱe go koristime sledniot rezultat

na Dik i Pilixhamer [DiPi 1], koj bexe izlo�en vo Glava 1, no zaradi

negovata va�nost sega povtorno go iznesuvame: sredno-kvadratnata

grexka na integriraǌeto ê(s,b)−ds(Hs(K);PN ) vo prostorot Hs(K) preku

koristeǌe na mre�a PN , koja e (s, b)−digitalno pomestena go zadovoluva

ravenstvoto

ê(s,b)−ds(Hs(K);PN ) = e(Hs(K(s,b)−ds);PN ). (2.48)

Od Lema 2.3 imame deka: za proizvolen vektor od te�ini ~γ =

(γ1, . . . , γs) i vektor ~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns
0 koeficientot

K̂W(b),~γ(~k,~k) = K̂~γ(~k,~k),

i za proizvolen realen broj γ > 0 i za proizvolen cel broj k ≥ 0, koe-

ficientot K̂W(b),γ(k, k) e ednakov so K̂γ(k, k). Neposredno sleduva oblikot
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na Volx-Furieva prezentacija na funkcijata K(s,b)−ds

K(s,b)−ds(~x, ~y) =
∑
~k∈Ns0

K̂W(b),~γ(~k,~k)bwal~k(~x)bwal~k(~y), ∀ ~x, ~y ∈ [0, 1]s. (2.49)

Ponatamu so ednostavni presmetuvaǌa mo�e da se dobie deka∫
[0,1]2s

K~γ(~x, ~y)d~xd~y = 1. (2.50)

Navistina, od definicijata na K~γ(~x, ~y) imame deka

∫
[0,1]2s

K~γ(~x, ~y)d~xd~y =

s∏
h=1

∫ 1

0

∫ 1

0

Kγh(xh, yh)dxhdyh

=

s∏
h=1

[∫ 1

0

∫ 1

0

(
B0(xh)B0(yh) + γhB1(xh)B1(yh) +

γ2
h

4
B2(xh)B2(yh)

− γ2
h

24
B4(|xh − yh|)

)
dxhdyh

]
=

s∏
h=1

[∫ 1

0

B0(xh)dxh

∫ 1

0

B0(yh)dyh + γh

∫ 1

0

B1(xh)dxh

∫ 1

0

B1(yh)dyh

+
γ2
h

4

∫ 1

0

B2(xh)dxh

∫ 1

0

B2(yh)dyh −
γ2
h

24

∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|xh − yh|)dxhdyh
]
.

Za polinomite na Bernuli va�at slednite ravenstva:

∫ 1

0

B0(x)dx = 1,

∫ 1

0

B1(x)dx = 0,

∫ 1

0

B2(x)dx = 0,

∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|x− y|)dxdy = 0,

od kade sleduva deka

∫
[0,1]2s

K~γ(~x, ~y)d~xd~y =

s∏
h=1

1 = 1.

Na sosema analogen naqin se poka�uva deka za sekoj fiksiran vektor

~x ∈ [0, 1]s va�i ∫
[0,1]s

K~γ(~x, ~y)d~y = 1.



84 Gl. 2. Za sredno-kvadratnata grexka na integriraǌe...

Koneqno od (2.48), (1.8), (2.50) i (2.49) se dobiva deka

ê2
(s,b)−ds(HSob,s,~γ,B4

;PN ) = −1 +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

∑
~k∈ ~Ns0

K̂W(b),~γ(~k,~k)bwal~k(~xn)bwal~k(~xh).

So toa dokazot na Teorema 2.1 e zavrxen.

2.3.2 Za redot na golemina na sredno-kvadratnata grexka na

integriraǌe vo Soboǉev prostor HSob,s,~γ,B4 so koristeǌe

na (s, b)−digitalno pomestena (t,m, s)−mre�a

Vo ova podpoglavje preku rezultatot na slednata teorema e rexena

postavenata Zadaqa 2.2, odnosno daden e toqniot red na golemina na

sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto vo prostorot HSob,s,~γ,B4

preku koristeǌe na (t,m, s)−mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena.

Teorema 2.2 (i) (gorna granica )

Neka 1
4 < λ ≤ 1 e daden realen broj. Togax postoi digitalna

(t,m, s)−mre�a Pbm nad Zb i konstanti cµ(b, λ, γj), kade xto 1 ≤ µ ≤ 6,

1 ≤ j ≤ s, taka xto sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto vo

prostorot HSob,s,~γ,B4
so koristeǌe na mre�ata Pbm ja zadovoluva gor-

nata granica

ê2λ
(s,b)−ds(HSob,s,γ,B4 ;Pbm) ≤ −1 +

s∏
j=1

[
1 + c1(b, λ, γj)

1

b2λm
+ c2(b, λ, γj)

1

b4λm

]

+
1

bm

s∏
j=1

[
c3(b, λ, γj) + c4(b, λ, γj)

1

b2λm
+ c5(b, λ, γj)

1

b4λm
+ c6(b, λ, γj)

bm

b4λm

]
.

(ii) (asimptotsko odnesuvaǌe)

sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto vo prostorot



Sredno-kvadratna grexka na vo generiran Hilbertov prostor Hs(K) ...85

HSob,s,~γ,B4
so koristeǌe na mre�ata Pbm ima asimptotsko odnesuvaǌe

od sledniot tip:

(a) Za 1
4 < λ ≤ 1

2

ê(s,b)−ds(HSob,s,γ,B4 ;Pbm) = O(b−m);

(b) Za ∀λ, 1
2 < λ ≤ 1 postoi ε = ε(λ), taka xto

ê(s,b)−ds(HSob,s,γ,B4 ;Pbm) = O(b−m(1−ε)).

Dokazot na ovaa teorema nema da go izneseme ovde od priqina

xto ova ne e najdobriot rezultat vo naxite ispituvaǌa. Ovoj rezultat

ḱe ni poslu�i za sporedba so dobienite podobri rezultati vo Teorema

2.5.

2.4 Sredno-kvadratna grexka na integriraǌe vo

generiran Hilbertov prostor Hs(K) so koris-

teǌe na mre�a, koja e (s, b)−digitalno po-

mestena, a potoa popolneta so tent-trans-

formacija

Vo ova poglavje ḱe bidat napraveni ispituvaǌa so koi ḱe bidat

rexeni postavenite Zadaqa 2.3, Zadaqa 2.4 i Zadaqa 2.5. Za taa cel

neophodno e da ja doka�eme toqnosta na slednite tri lemi, koi se izne-

seni vo slednoto podpoglavje.
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2.4.1 Volx-Furiev razvoj na jadro koe e (s, b)−digitalno pomes-

teno i potoa popolneto so tent-transformacija

Lema 2.4 Neka k = k0 + k1b + . . . + ka−1b
a−1, kade xto za 1 ≤ τ ≤ a − 1

kτ ∈ {0, 1, . . . , b− 1} i ka−1 6= 0 e proizvolen cel broj. Togax sleduva:

(i) za sekoja cifra µ ∈ {0, 1, . . . , b− 1} od broen sistem so osnova b i

za sekoj realen broj u ∈ [0, 1) va�i ravenstvoto

bwalk

(µ
b

+
u

b

)
= e

2πi
b µk0bwalb kb c(u);

(ii) za sekoj µ ∈ {1, 2, . . . , b} i za sekoj realen broj u ∈ [0, 1) va�i

ravenstvoto

bwalk

(
µ− u
b

)
= e

2πi
b µk0e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

bwalb kb c(u),

kade xto
⌊
k
b

⌋
go oznaquva standardniot cel del od k

b .

Dokaz na Lema 2.4.

Dokazot na ovaa lema sleduva direktno od definicijata na Vol-

xovite funkcii.

Lema 2.5 Neka K ∈ L2([0, 1)2s) e proizvolno generiraqko jadro. Neka k ≥ 1

e proizvolen cel broj so pretstavuvaǌe vo broen sistem so osnova b

od oblik k = ka−1b
a−1 + ka−2b

a−2 + . . . + k1b + k0, kade xto za 0 ≤ τ ≤ a − 1

kτ ∈ {0, 1, . . . , b − 1} i ka−1 6= 0. Togax k−tiot Volx-Furiev koeficient

na jadro koe e (s, b)−digitalno pomesteno i potoa popolneto so tent-



Sredno-kvadratna grexka na vo generiran Hilbertov prostor Hs(K) ...87

transformacija K(s,b)−ds,φ go zadovoluva ravenstvoto:

K̂(s,b)−ds,φ(k, k) =

0, ako k0 6= 0

i k0 6= b
2 ,

1
2Re

{∫ 1

0

∫ 1

0
K(u, v)bwalb kb c(u) · bwalb kb c(v)dudv

+e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)×∫ 1

0

∫ 1

0
K(u, v)bwalb kb c(u) · bwalb kb c(v)dudv

}
, ako k0 = 0,

ili k0 = b
2 ,

i kade xto Re(z) go oznaquva realniot del od kompleksniot broj z.

Dokaz na Lema 2.5.

Soglasno so Lema 2.2 sleduva deka za sekoj cel broj k ≥ 1

K̂(s,b)−ds,Φ(k, k) =

∫ 1

0

∫ 1

0

K(Φ(x),Φ(y))walk(x)walk(y)dxdy.

Togax ja imame slednata prezentacija

K̂(s,b)−ds,Φ(k, k) =

1∫
0

1∫
0

K(Φ(x),Φ(y))walk(x)walk(y)dxdy

=

 b−2
2∑

α=0

2α+1
b∫

2α
b

+

b−2
2∑

β=0

2β+2
b∫

2β+1
b

×
 b−2

2∑
γ=0

2γ+1
b∫

2γ
b

+

b−2
2∑

δ=0

2δ+2
b∫

2δ+1
b


K(Φ(x),Φ(y))walk(x)walk(y)dxdy
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=

b−2
2∑

α=0

b−2
2∑

γ=0

2α+1
b∫

2α
b

2γ+1
b∫

2γ
b

K(Φ(x),Φ(y))walk(x)walk(y)dxdy

+

b−2
2∑

β=0

b−2
2∑

δ=0

2β+2
b∫

2β+1
b

2δ+2
b∫

2δ+1
b

K(Φ(x),Φ(y))walk(x)walk(y)dxdy

+

b−2
2∑

α=0

b−2
2∑

δ=0

2α+1
b∫

2α
b

2δ+2
b∫

2δ+1
b

K(Φ(x),Φ(y))walk(x)walk(y)dxdy

+

b−2
2∑

β=0

b−2
2∑

γ=0

2β+2
b∫

2β+1
b

2γ+1
b∫

2γ
b

K(Φ(x),Φ(y))walk(x)walk(y)dxdy.

=

b−2
2∑

α=0

b−2
2∑

γ=0

2α+1
b∫

2α
b

2γ+1
b∫

2γ
b

K(bx− 2α, by − 2γ)walk(x)walk(y)dxdy

+

b−2
2∑

β=0

b−2
2∑

δ=0

2β+2
b∫

2β+1
b

2δ+2
b∫

2δ+1
b

K(2 + 2β − bx, 2 + 2δ − by)walk(x)walk(y)dxdy

+

b−2
2∑

α=0

b−2
2∑

δ=0

2α+1
b∫

2α
b

2δ+2
b∫

2δ+1
b

K(bx− 2α, 2 + 2δ − by)walk(x)walk(y)dxdy

+

b−2
2∑

β=0

b−2
2∑

γ=0

2β+2
b∫

2β+1
b

2γ+1
b∫

2γ
b

K(2 + 2β − bx, by − 2γ)walk(x)walk(y)dxdy.

(2.51)

Vo ”parni” segmenti
[

2α
b ,

2α+1
b

]
i
[

2γ
b ,

2γ+1
b

]
soodvetno pravime za-

mena bx − 2α = u i by − 2γ = v. Vo ”neparnite” segmenti
[

2β+1
b , 2β+2

b

]
i[

2δ+1
b , 2δ+2

b

]
soodvetno pravime zamena 2 + 2β − bx = u i 2 + 2δ− by = v. Ḱe ja
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iskoristime Lema 2.4 i od (2.51) se dobiva deka

K̂(s,b)−ds,Φ(k, k) =
1

b2

∣∣∣∣∣∣
b−2
2∑

α=0

e
2πi
b 2αk0

∣∣∣∣∣∣
2{∫ 1

0

∫ 1

0

K(u, v)bwalb kb c(u)bwalb kb c(v)dudv

+

∫ 1

0

∫ 1

0

K(u, v)bwalb kb c(u) · bwalb kb c(v)dudv

+ e
4πi
b αk0e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

K(u, v)bwalb kb c(u) · bwalb kb c(v)dudv

+ e−
4πi
b k0e

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

K(u, v)bwalb kb c(u)bwalb kb c(v)dudv

}

=
2

b2

∣∣∣∣∣∣
b−2
2∑

α=0

e
2πi
b 2αk0

∣∣∣∣∣∣
2

Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

K(u, v)bwalb kb c(u)bwalb kb c(v)dudv

+ e
4πi
b k0e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

K(u, v)bwalb kb c(u) · bwalb kb c(v)dudv

}
.

(2.52)

Za proizvolen β ∈ {0, 1, . . . , b− 1} da definirame funkcija

δb(2β) =

 1, ako b|2β,
0, ako b 6 | 2β.

Togax va�i ravenstvoto

b−2
2∑

α=0

e
2πi
b (2α)k0 =

b

2
δb(2k0). (2.53)
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Od (2.52) i (2.53) se dobiva deka za sekoj cel broj k ≥ 1

K̂(s,b)−ds,φ(k, k) =

0, ako k0 6= 0

i k0 6= b
2 ,

1
2Re

{∫ 1

0

∫ 1

0
K(u, v)bwalb kb c(u) · bwalb kb c(v)dudv

+e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)×∫ 1

0

∫ 1

0
K(u, v)bwalb kb c(u) · bwalb kb c(v)dudv

}
, ako k0 = 0,

ili k0 = b
2 ,

So ova Lema 2.5 e doka�ana.

Soglasno so Lema 2.5 i od formulata (2.3) za sekoj cel broj k ≥ 0

i realen broj γ > 0

∫ 1

0

∫ 1

0

Kγ(u, v)bwalk(u)bwalk(v)dudv

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

Kγ(u, v)bwalk(u) · bwalk(v)dudv

=

∫ 1

0

∫ 1

0

B0(x)B0(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

B0(x)B0(y)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

+ γ

∫ 1

0

∫ 1

0

B1(x)B1(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ γe−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

B1(x)B1(y)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

+
γ2

4

∫ 1

0

∫ 1

0

B2(x)B2(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+
γ2

4
e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

B2(x)B2(y)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

− γ2

24

∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|x− y|)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

− γ2

24
e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|x− y|)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy.

(2.54)
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Neka k ≥ 1 e proizvolen fiksiran cel broj. Toqno e slednoto

ravenstvo

Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

B0(x)B0(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

B0(x)B0(y)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

}
= Re

{∫ 1

0
bwalk(x)dx

∫ 1

0
bwalk(y)dy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0
bwalk(x)dx

∫ 1

0
bwalk(y)dy

}
= 0.

(2.55)

Koristejḱi go prvoto ravenstvo od Lema 2.1 se dobiva sledniot

rezultat:

∫ 1

0

∫ 1

0

B1(x)B1(y)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

=

[∫ 1

0

B1(x)bwalk(x)

]2

=

[∫ 1

0

(
x− 1

2

)
bwalk(x)dx

]2

=


[
− cos 2πb ka−1

4 sin2 π
b ka−1

− i
2cotg πb ka−1

]
1
b2a , ako k = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1}

0, inaku.

Od (2.13) i prethodnoto ravenstvo se dobiva deka

Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

B1(x)B1(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

B1(x)B1(y)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

}

=


1

4 sin2 π
b ka−1

1

b2a
, ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}
0, inaku
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+


−1

4 sin2 π
b ka−1

1

b2a
, ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}
0, inaku

= 0.

(2.56)

Od prvoto i vtoroto ravenstvo od Lema 2.1, se dobiva slednoto:

∫ 1

0

∫ 1

0

B2(x)B2(y)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

=

[∫ 1

0

x2 · bwalk(x)dx−
∫ 1

0

x · bwalk(x)dx+
1

6

∫ 1

0
bwalk(x)dx

]2

=

1
4

(
cos2 π

b ka−1·cos 2πb ka−1

sin4 π
b ka−1

+ 2i
cos3 π

b ka−1

sin3 π
b ka−1

)
1
b4a , ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}
1
4

(
cos 2πb ka−1

sin2 π
b ka−1

+ 2icothπb ka−1

)
×(

cos 2πb kj−1

sin2 π
b kj−1

+ 2icothπb kj−1

)
1

b2(a+j)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1,

ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1},
kj−1 ∈ {1, . . . , b− 1},

0, inaku.

Od (2.16) i gornoto ravenstvo se dobiva deka

Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

B2(x)B2(y)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

B2(x)B2(y)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

}
=

cos2 π
b ka−1

2 sin4 π
b ka−1

1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1}

1

2 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

1

b2(a+j)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}, j ≥ 1,

0, inaku.
(2.57)
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Ja imame slednata prezentacija

Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|x− y|)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|x− y|)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

}
= Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|4bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|4bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

}
− 2Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|3bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|3bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

}
+ Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|2bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|2bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

}

− 1

30
Re

{∫ 1

0

∫ 1

0
bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0
bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

}
= Re

{
A4(k) + e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)A4(k)

}
− 2Re

{
A3(k) + e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)A3(k)

}
+ Re

{
A2(k) + e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)A2(k)

}
.

(2.58)

Gi imame slednite rezultati:

A2(k) =

∫ 1

0

|x− y|2bwalk(x) · bwalk(y)dxdy = −2

[∫ 1

0

x · bwalk(x)dx

]2

=


1

2

(
cos 2πb ka−1

sin2 π
b ka−1

+ 2icotg
π

b
ka−1

)
1

b2a
, ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}
0, inaku.
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Od (2.19) i prethodnoto ravenstvo se dobiva deka

Re
{
A2(k) + e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)A2(k)

}
= 0. (2.59)

Soglasno so (2.20) sleduva deka

Re
{
A4(k) + e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)A4(k)

}
= − 8Re

{∫ 1

0

x3 · bwalk(x)dx×
∫ 1

0

y · bwalk(y)dy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

x3 · bwalk(x)dx×
∫ 1

0

y · bwalk(y)dy

}
+ 6Re

{∣∣∣∣∫ 1

0

x2 · bwalk(x)dx

∣∣∣∣2 + e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

[∫ 1

0

x2 · bwalk(x)dx

]2
}
.

(2.60)

Sega ḱe gi iskoristime prvoto i tretoto ravenstvo od Lema 2.1, pa se

dobiva:∫ 1

0

x3 · bwalk(x)dx×
∫ 1

0

y · bwalk(y)dy

=



ρ2(b; ka−1)

b2
1

b2a
+

3cotg πb ka−1

4 (cotgπb ka−1 + i)ρ(b;ka−1)
b

1
b3a+(

3
4 sin2 π

b ka−1
− 1

2

)
×

(1− icotgπb ka−1)ρ(b;ka−1)
b

1
b4a , ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}
0, inaku.

Od (2.21) i gornoto ravenstvo se dobiva deka

Re

{∫ 1

0

x3 · bwalk(x)dx×
∫ 1

0

y · bwalk(y)dy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

x3 · bwalk(x)dx×
∫ 1

0

y · bwalk(y)dy

}
= 0.

(2.61)
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Od vtoroto ravenstvo na Lema 2.1 se dobiva deka

[∫ 1

0

x2 · bwalk(x)dx

]2

=

−1

4

(
cos 2πb ka−1

sin2 π
b ka−1

+ 2icotg
π

b
ka−1

)
1

b2a

− 1
2cotgπb ka−1

(
2cotgπb ka−1 − i

cos 2πb ka−1

sin2 π
b ka−1

)
1
b3a

+ 1
4cotg2 π

b ka−1

(
cos 2πb ka−1

sin2 π
b ka−1

+ 2icotgπb ka−1

)
1
b4a , ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}(
cos 2πb (ka−1 + kj−1)

4 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

+

i
sin 2πb (ka−1 + kj−1)

4 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

)
1

b2(a+j)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},

0, inaku.

Od (2.22) i prethodnoto ravenstvo se dobiva deka

Re

{∣∣∣∣∫ 1

0

x2 · bwalk(x)dx

∣∣∣∣2 + e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

[∫ 1

0

x2 · bwalk(x)dx

]2
}

=



cos2 π
b ka−1

2 sin4 π
b ka−1

· 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1, ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}
1

2 sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

1
b2(a+j)

, ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}, j ≥ 1

0, inaku.

(2.62)
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Od (2.60), (2.61) i (2.62) sleduva deka

Re
{
A4(k) + e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)A4(k)

}

=



3 cos2 π
b ka−1

sin4 π
b ka−1

· 1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}
3

sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

1

b2(a+j)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1, j ≥ 1

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
0, inaku.

(2.63)

Za proizvolen cel broj β ∈ {1, 2, . . . , b−1} se dobiva slednoto raven-
stvo

b−1∑
u=0

b−1∑
u=v

(v − u)3e−
2πi
b (u+v)β =

b3 cos 2πb β + 2bδb(2β)

4 sin2 π
b β

+
3b cos 2πb β(δb(2β)− 1)

8 sin4 π
b β

+ i

(
b3

2
− 3b

4 sin2 π
b β

)
coth

π

b
β.

So koristeǌe na prethodnoto ravenstvo i primenuvajḱi tehnika

sliqna na tehnikata za dobivaǌe na ravenstvoto (2.46) mo�e da se
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doka�e deka va�i slednoto ravenstvo

A3(k) =

∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|3bwalk(x)bwalk(y)dxdy =

(
cos 2πb ka−1

2 sin2 π
b ka−1

+ icoth
π

b
ka−1

)
· 1

b2a
+[

− cos 2πb ka−1(3− sin2 π
b ka−1)

4 sin4 π
b ka−1

+

3δb(2ka−1) cos2 π
b ka−1

4 sin4 π
b ka−1

+
δb(2ka−1)

10

−
3− sin2 π

b ka−1

2 sin2 π
b ka−1

icoth
π

b
ka−1

]
· 1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1,

3

j−2∏
h=0

δb(2kh)

[
cos 2πb ka−1

sin2 π
b ka−1

+ 2icoth
π

b
ka−1

]
×[

3 cos 2πb kj−1 + δb(2kj−1)(2 sin2 π
b kj−1 − 3)

12 sin2 π
b kj−1

+

1

2
icoth

π

b
kj−1

]
· 1

b2(a+j)

+

j−1∏
h=0

δb(2kh)

[
δb(2ka−1)

10
+

− cos 2πb ka−1(3− sin2 π
b ka−1)

4 sin4 π
b ka−1

+

δb(2ka−1)(3 cos 2πb ka−1 + sin2 π
b ka−1)

4 sin4 π
b ka−1

−
3− sin2 π

b ka−1

2 sin2 π
b ka−1

icoth
π

b
kj−1

]
· 1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1

+kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+

+k0, 1 ≤ j ≤ a− 1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.

(2.64)

Za proizvolen cel broj k = ka−1b
a−1 + ka−2b

a−2 + . . . + k1b + k0 i
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1 ≤ τ ≤ a− 1 definirame funkcija

στ (k) = k0 + k1 + . . .+ kτ

da bide zbir od soodvetnite cifri.

Neka za proizvolen cel broj α ∈ {1, 2, . . . , b− 1} postavime

ω′′1 (b;α) =
δb(2α) cos 2πbα

10
−

3− sin2 π
bα

4 sin4 π
bα

+
3δb(2α) cos 2πbα cos2 π

bα

4 sin4 π
bα

.

Za proizvolni celi broevi α, β ∈ {1, 2, . . . , b − 1} i za proizvolen

cel broj j ≥ 2 neka postavime

ω′′2 (b; k;α;β) =

j−2∏
h=0

δb(2kh)
3 cos 2πb σj−2(k) + δb(2β)(2 sin2 π

b β − 3) cos 2πb σj−1(k)

4 sin2 π
bα sin2 π

b β
,

i za proizvolni celi broevi j ≥ 1 i α ∈ {1, 2, . . . , b− 1} neka:

ω′′3 (b; k;α) =

j−1∏
h=0

δb(2kh)

[
δb(2α) cos 2πb (σj−1(k) + α)

10
−

(3− sin2 π
bα) cos 2πb σj−1(k)

4 sin4 π
bα

+
δb(2α)(3 cos 2πbα+ sin2 π

bα) cos 2πb (σj−1(k) + α)

4 sin2 π
bα

]
.
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Togax, od (2.64) se dobiva sledniot rezultat

Re
{
e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)A3(k)

}
=

1

2 sin2 π
b ka−1

1

b2a
+ ω′′1 (b; ka−1)

1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1,

ω′′2 (b; k; ka−1; kj−1)
1

b2(a+j)
+

ω′′3 (b; k; ka−1)
1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1 + kj−2b

j−2+

. . .+ k1b+ k0, j ≥ 1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.
(2.65)

Od (2.46) i (2.65) se dobiva deka

Re
{
A3(k) + e−

2πi
b (k0+k1+...+ka−1)A3(k)

}
=

(ω′1(b; ka−1) + ω′′1 (b; ka−1))
1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1,

(ω′2(b; ka−1; kj−1) + ω′′2 (b; k))
1

b2(a+j)

+(ω′3(b; ka−1) + ω′′3 (b; k))
1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1

+kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+ k0,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
j ≥ 1.

(2.66)
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Od (2.58), (2.59), (2.63) i (2.66) se dobiva ravenstvoto

Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|x− y|)bwalk(x)bwalk(y)dxdy

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

B4(|x− y|)bwalk(x) · bwalk(y)dxdy

}

=



[
3 cos2 π

b ka−1

sin4 π
b ka−1

− 2(ω′1(b; ka−1)

+ ω′′1 (b; ka−1)] 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1[
3

sin2 π
b ka−1 sin2 π

b kj−1

−2(ω′2(b; ka−1; kj−1)

+ ω′′2 (b; k; ka−1; kj−1))] 1
b2(a+j)

−2(ω′3(b; ka−1) + ω′′3 (b; k; ka−1)) 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
j ≥ 1

−2(ω′2(b; ka−1; kj−1)+

ω′′2 (b; k; ka−1; kj−1)) 1
b2(a+j)

−
2(ω′3(b; ka−1) + ω′′3 (b; k; ka−1)) 1

b4a , ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+ k0,

j ≥ 1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.
(2.67)
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Togax od (2.54), (2.55), (2.56), (2.57) i (2.67) koneqno se dobiva

Re

{∫ 1

0

∫ 1

0

K(u, v)bwalk(u)bwalk(v)dudv

+ e−
2πi
b (k0+k1+...+ka−1)

∫ 1

0

∫ 1

0

K(u, v)bwalk(u) · bwalk(v)dudv

}

= γ2

12



(ω′1(b; ka−1) + ω′′1 (b; ka−1)) 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1,

(ω′2(b; ka−1; kj−1) + ω′′2 (b; k)) 1
b2(a+j)

+(ω′3(b; ka−1) + ω′′3 (b; k)) 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+ k0,

j ≥ 1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.
(2.68)

Od Lema 2.5 i od ravenstvoto (2.68) se dobiva sledniot rezultat:

Lema 2.6 (i) Neka za proizvolna te�ina γ > 0, ednodimenzionalnoto

generiraqko jadro Kγ(x, y), x, y ∈ [0, 1] e definirano so ravenstvoto (2.3).

Neka k ≥ 1 bide proizvolen cel broj so zapis vo broen sistem so os-

nova b od oblik k = ka−1b
a−1 + ka−2b

a−2 + . . . + k1b + k0, kade xto za

0 ≤ τ ≤ a−1 kτ ∈ {0, 1, . . . , b−1} i ka−1 6= 0. Togax k−tiot Volx-Furiev koe-

ficient na (1, b)−digitalno pomestenoto i potoa popolneto so tent-

transformacija jadro Kγ,(1,b)−ds,φ go zadovoluva ravenstvoto

K̂γ,(1,b)−ds,φ(k, k) =

1, ako k = 0,

0, ako k1 6= 0 i k1 6= b
2 ,

γ2b4

24 (ω′1(b; ka−1) + ω′′1 (b; ka−1)) 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}, a ≥ 2,
γ2b4

24 (ω′2(b; ka−1; kj−1) + ω′′2 (b; k)) 1
b2(a+j)

+γ2b4

24 (ω′3(b; ka−1) + ω′′3 (b; k)) 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+ k0, j ≥ 1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.
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(ii) Neka za proizvolen vektor od te�ini ~γ = (γ1, γ2, . . . , γs), kade

xto γ1 ≥ γ2 ≥ . . . ≥ γs > 0 poveḱedimenzionalnoto generiraqko jadro

K~γ(~x, ~y), ~x, ~y ∈ [0, 1]s bide definirano so ravenstvoto (2.2). Togax za pro-

izvolen vektor ~k = (k1, . . . , ks) ∈ N0, ~k−tiot Volx-Furiev koeficient na

jadro K~γ,(s,b)−ds,φ (koe e (s, b)−digitalno pomestenoto i potoa popolneto

so tent-transformacija) go zadovoluva ravenstvoto

K̂~γ,(s,b)−ds,φ(~k,~k) =

s∏
j=1

K̂γj ,(1,b)−ds,φ(kj , kj).

Sleduva teorema so koja se dava relacija pomeǵu sredno-

kvadratnata grexka na integriraǌeto vo te�inski Hilbertov prostor

preku koristeǌe na mre�a, koja e (s, b)−digitalno pomestena, a potoa

popolneta so tent-transformacija; i obiqna grexka-vo-najlox-sluqaj

na integriraǌeto vo nekoj drug generiran te�inski Hilbertov pros-

tor, odnosno so ovaa teorema se dava rexenieto na postavenata Zadaqa

2.3.

Teorema 2.3 Neka K ∈ L2([0, 1]2s) e proizvolno generiraqko jadro.

Sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto ê(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN ) vo

prostorot Hs(K) preku koristeǌe na proizvolna mre�a PN , koja

e prvo (s, b)− digitalno pomestena, a potoa popolneta so tent-

transformacija go zadovoluva ravenstvoto

ê(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN ) = e(Hs(K(s,b)−ds,Φ);PN ),

kade xto (Hs(K(s,b)−ds,Φ);PN ) e grexkata-vo-najlox-sluqaj na integrira-

ǌeto vo Hilbertov prostor generiran so soodvetnoto (s, b)−digitalno

pomesteno i potoa popolneto so tent-transformacija jadro K(s,b)−ds,Φ.

Dokaz na Teorema 2.3.
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Soglasno so Definicija 2.3 i formulata (1.8) se dobiva deka

ê2
(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN ) =

∫
[0,1]s

e2(Hs(K);PN ((s, b); Φ;~σ))d~σ

=

∫
[0,1]s

[∫
[0,1]2s

K(~x, ~y)d~xd~y

]
d~σ − 2

N

N−1∑
n=0

∫
[0,1]s

[∫
[0,1]s

K(Φ(~xn ⊕bs ~σ), ~y)d~y

]
d~σ

+
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

∫
[0,1]s

K(Φ(~xn ⊕bs ~σ),Φ(~xh ⊕bs ~σ))d~σ.

(2.69)

Za sekoja funkcija h ∈ L1([0, 1]s) va�at slednite ravenstva∫
[0,1]s

h(~x⊕bs ~σ)d~x =

∫
[0,1]s

h(~x)d~x i
∫

[0,1]s
h(Φ(~x))d~x =

∫
[0,1]s

h(~x)d~x.

Od poslednite dve ravenstva i od Definicija 2.4 neposredno se dobiva

deka ∫
[0,1]s

[∫
[0,1]2s

K(~x, ~y)d~xd~y

]
d~σ

=

∫
[0,1]s

[∫
[0,1]2s

K(Φ(~x⊕bs ~σ),Φ(~y ⊕bs ~σ))d~xd~y

]
d~σ

=

∫
[0,1]2s

[∫
[0,1]s

K(Φ(~x⊕bs ~σ),Φ(~y ⊕bs ~σ))d~σ

]
d~xd~y

=

∫
[0,1]2s

K(s,b)−ds,Φ(~x, ~y)d~xd~y.

(2.70)

Za sekoj fiksiran cel broj n, 0 ≤ n ≤ N − 1 imame deka

∫
[0,1]s

[∫
[0,1]s

K(Φ(~xn ⊕bs ~σ), ~y)d~y

]
d~σ

=

∫
[0,1]s

[∫
[0,1]s

K(Φ(~xn ⊕bs ~σ),Φ(~y ⊕bs ~σ))d~y

]
d~σ

=

∫
[0,1]s

[∫
[0,1]s

K(Φ(~xn ⊕bs ~σ),Φ(~y ⊕bs ~σ))d~σ

]
d~y

=

∫
[0,1]s

K(s,b)−ds,Φ(~xn, ~y)d~y.

(2.71)



104 Gl. 2. Za sredno-kvadratnata grexka na integriraǌe...

Za proizvolni fiksirani celi broevi 0 ≤ n, h ≤ N − 1 imame deka∫
[0,1]s

K(Φ(~xn ⊕bs ~σ),Φ(~xh ⊕bs ~σ))d~σ = K(s,b)−ds,Φ(~xn, ~xh). (2.72)

Od (2.69), (2.70), (2.71), (2.72) i (1.8) sleduva deka

ê2
(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN )

=

∫
[0,1]2s

K(s,b)−ds,Φ(~x, ~y)d~xd~y − 2

N

N−1∑
n=0

∫
[0,1]s

K(s,b)−ds,Φ(~xn, ~y)d~y

+
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

K(s,b)−ds,Φ(~xn, ~xh) = e2(Hs(K(s,b)−ds,Φ);PN ),

t.e. se dobi deka

ê(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN ) = e(Hs(K(s,b)−ds,Φ);PN ),

so xto e zavrxen dokazot na Teorema 2.3.

So slednata teorema se dava rexenie na postavenata Zadaqa 2.4.

Za proizvolen cel broj k ≥ 0, so zapis vo broen sistem so osnova

b od oblik k =

∞∑
i=0

kib
i i daden cel broj g ≥ 0 se definira vektor trg(~k) =

(k0, k1, . . . , kg−1)T.

Teorema 2.4 Neka K ∈ L2([0, 1]2s) e proizvolno generiraqko jadro, neka

PN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1} e proizvolna mre�a vo [0, 1]s i neka Φ e tent-

transformacijata pri baza b definirana so ravenstvoto (2.1). Togax

va�i:

(i) Sredno-kvadratnata grexka ê(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN ) na integ-

riraǌe vo prostorot Hs(K) preku koristeǌe na mre�a PN , koja

e prvo (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so tent-
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transformacijata Φ, go zadovoluva ravenstvoto

ê2
(s,b)−ds,Φ(Hs(K);PN ) = −1 +

∑
~k∈Ns0

K̂(s,b)−ds,Φ(~k,~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2

,

kade xto za vektor ~k ∈ Ns0

K̂(s,b)−ds,Φ(~k,~k) =

∫
[0,1]2s

K(Φ(~x),Φ(~y))bwal~k(~x)bwal~k(~y)d~xd~y

(ii) Neka sega Pbm = {~x0, ~x1, . . . , ~xbm−1} bide proizvolna

(t,m, s)−mre�a vo Zb, generirana so matricite C1, C2, . . . , Cs. Togax

sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto ê(s,b)−ds,Φ(Hs(K);Pbm)

vo prostorot Hs(K) preku koristeǌe na mre�a Pbm, koja e

prvo (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so tent-

transformacijata Φ, go zadovoluva ravenstvoto

ê2
(s,b)−ds,Φ(Hs(K);Pbm) = −1 +

∑
~k∈χ

K̂(s,b)−ds,Φ(~k,~k),

kade xto χ = {~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0 : CT
1 trm(~k1) + . . .+ CT

s trm(~ks) = ~0}.

(iii) Sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto

ê(s,b)−ds,Φ(HSob,s,~γ,B4
(K);Pbm) vo prostorot HSob,s,~γ,B4

go zadovoluva raven-

stvoto

ê2
(s,b)−ds,Φ(HSob,s,~γ,B4

(K);Pbm) = −1 +
∑
~k∈χ

K̂~γ,(s,b)−ds,Φ(~k,~k),

pri xto za proizvolen vektor ~k = (k1, . . . , ks) i vektor od te�ini ~γ =

(γ1, . . . , γs), K̂~γ,(s,b)−ds,Φ(~k,~k) =
∏s
j=1 K̂γj ,(1,b)−ds,Φ(kj , kj); i za proizvolen cel

broj k ≥ 0 i proizvolen realen broj γ > 0 koeficientite K̂γ,(1,b)−ds,Φ(k, k)
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se definirani vo Lema 2.6 i se dadeni so slednata formula:

K̂γ,(1,b)−ds,φ(k, k) =

1, ako k = 0,

0, ako k1 6= 0 ili k1 6= b
2 ,

γ2b4

24 (ω′1(b; ka−1) + ω′′1 (b; ka−1)) 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1, a ≥ 2,

ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
γ2b4

24 (ω′2(b; ka−1; kj−1) + ω′′2 (b; k)) 1
b2(a+j)

+γ2b4

24 (ω′3(b; ka−1) + ω′′3 (b; k)) 1
b4a , ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+ k0, j ≥ 1,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.

Dokaz na Teorema 2.4.

Delot (i) od Teorema 2.4 e direktna posledica od Teorema 2.3, od

formulata (1.8) i Volx-Furievata prezentacija na jadroto K(s,b)−ds,Φ.

Delot (ii) e posledica od delot (i) i se bazira na toqnata vred-

nost na trigonometriskata suma
N−1∑
n=0

bwal~k(~xn) vo odnos na toqkite na

proizvolna (t,m, s)−mre�a, koj rezultat e izlo�en vo poglavje 1.3 vo

Glava 1, a doka�an e vo [DiPi2]. Delot (iii) e posledica od (ii) i

pretstavuva konkretna adaptacija na prostorot HSob,s,~γ,B4
i gi koristi

Volx-Furievite koeficienti na jadroto Kγ , presmetani vo Lema 2.6.

So toa e zavrxen dokazot na Teorema 2.4.

Za da ja formulirame Teorema 2.5 neophodno ḱe bide da defini-

rame tri tipa na konstanti. Za da se poednostavi formulacijata na

ovaa teorema, tie konstanti ḱe gi definirame pred teoremata.

Za proizvolni realni broevi 0 < λ ≤ 1 i γ > 0 gi definirame
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slednite konstanti:

c1(b, λ, γ) = c2(b, λ, γ)

=
γ2λb4λ

24λ

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)λ
1− 2b+ (b3 − b2 + b)b−4λ + b2−2λ − b2−6λ

(b4λ − 1)(b1−2λ − 1)(1− b1−4λ)
,

c3(b, λ, γ) =
γ2λb4λ

24λ

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)λ
2b3−6λ − 2b2−6λ − b2−2λ − b1−2λ + b1−4λ + 1

(b2λ − 1)(b1−2λ − 1)(b1−4λ − 1)
,

c4(b, λ, γ) =
γ2λb4λ

24λ

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)λ
× 2b3−6λ + b3−4λ − 2b2−6λ − 3b2−4λ + 2b1−4λ − b2−2λ + b1−2λ

(b4λ − 1)(b1−2λ − 1)(1− b1−4λ)
.

(2.73)

Teorema 2.5 (i) (gorna granica)

Neka 1
4 < λ ≤ 1 e proizvolen realen broj. Togax postoi digitalna

(t,m, s)−mre�a Pbm nad Zb, taka xto sredno-kvadratnata grexka na in-

tegriraǌeto vo prostorot HSob,s,~γ,B4
so koristeǌe na mre�ata Pbm,

koja e prvo (s, b)−digitalno pomestena, a potoa popolneta so tent-

transformacijata pri baza b, ja zadovoluva ocenkata od gore

ê2λ
(s,b)−ds,Φ(HSob,s,~γ,B4

;Pbm) ≤ −1 +

s∏
j=1

[
1 + c1(b, λ, γj)

1

b4λm

]

+
1

bm

s∏
j=1

[
1 + c2(b, λ, γj) + c3(b, λ, γj)

bm

b4λm
+ c4(b, λ, γj)

1

b4λm

]
,

pri xto konstantite cµ(b, λ, γj), za 1 ≤ µ ≤ 4 i 1 ≤ j ≤ s se definirani so

ravenstvoto (2.73).

(ii) (asimptotsko odnesuvaǌe)

Za sredno-kvadratnata grexka na integriraǌeto vo prostorot

HSob,s,~γ,B4
so koristeǌe na mre�ata Pbm, koja e prvo (s, b)−digitalno

pomestena, a potoa popolneta so tent-transformacijata pri baza b e
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toqno

ê(s,b)−ds,Φ(HSob,s,~γ,B4
;Pbm) = O(b−2m).

Dokaz na Teorema 2.5.

(i) Neka Mb,m e mno�estvoto od site m ×m matrici so elementi

od {0, 1, . . . , b− 1} i neka Cb,m,s = {(C1, . . . , Cs) : Cj ∈Mb,m, j = 1, . . . , s}.

Neka Pbm e (t,m, s)−mre�ata, generirana od matricite C1, . . . , Cs i

neka ê(s,b)−ds,Φ(HSob,s,~γ,B4
;Pbm) = ê(s,b)−ds,Φ(C1, . . . , Cs). Neka 0 < λ ≤ 1 e daden

realen broj. Togax postoi izbor od matrici C ′1, . . . , C
′
s, taka xto

ê2λ
(s,b)−ds,Φ(C ′1, . . . , C

′
s) ≤

1

bm2·s

∑
(C1,...,Cs)∈Cb,m,s

ê2λ
(s,b)−ds,Φ(C1, . . . , Cs).

Sega ja primenuvame ocenkata izlo�ena vo Teorema 2.4 (iii), pa se do-

biva:

ê2λ
(s,b)−ds,Φ(C ′1, . . . , C

′
s) ≤

1

bm2·s

∑
(C1,...,Cs)∈Cb,m,s

 ∑
~k∈χ\{~0}

K̂γ,(s,b)−ds,Φ(~k,~k)

λ .
Ako go primenime neravenstvoto na Jensen na gorniot izraz, se dobiva:

ê2λ
(s,b)−ds,Φ(C ′1, . . . , C

′
s) ≤

1

bm2·s

∑
(C1,...,Cs)∈Cb,m,s

∑
~k∈χ\{~0}

K̂λ
γ,(s,b)−ds,Φ(~k,~k)

=
1

bm2·s

∑
~k∈χ\{~0}

K̂λ
γ,(s,b)−ds,Φ(~k,~k)

∑
(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s

CT
1 trm(~k1) + . . .+ CT

s trm(~ks) = ~0, ~k 6= ~0

1

= −1 +
1

bm2·s

∑
~k∈χ

K̂λ
γ,(s,b)−ds,Φ(~k,~k)

∑
(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s

CT
1 trm(~k1) + . . .+ CT

s trm(~ks) = ~0

1. (2.74)

Ḱe ja iskoristime idejata izlo�ena vo [DiPi2]: za da sumirame
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po vektorite vo mno�estvotot χ ḱe gi razgledame dvata razliqni naqini

na pretstavuvaǌe na vektorot ~k vo zavisnost od brojot na nenulti cifri

vo negoviot zapis vo broen sistem so osnova b. Ima dva sluqai: brojot k

mo�e da ima toqno edna nenulta cifra ili najmalku dve nenulti cifri.

Dopolnitelna bitna informacija za presmetkite vo dokazot na ovaa

teorema e dali najdesniot m−potstring od zapisot na vektorot ~k vo

broen sistem so osnova b e sostaven samo od nuli ili ne.

Soglasno so prethodnata diskusija imame deka vektorot ~k mo�e

da bide od oblik ~k = bm · ~l, kade xto ~l ∈ Ns0, ili od oblik ~k = bm · ~l + ~k∗,

kade xto ~k∗ 6= ~0, i ako ~k∗ = (k∗1 , . . . , k
∗
s) togax izbirame deka 0 ≤ k∗j ≤ bm − 1

za site j = 1, 2, . . . , s. Ḱe vovedeme oznaka ||~k∗||∞ < bm ⇐⇒ ∀j, 1 ≤ j ≤ s

0 ≤ k∗j ≤ bm − 1. Togax od (2.74) se dobiva deka

ê2λ
(s,b)−ds,Φ(C ′1, . . . , C

′
s)

≤ − 1 +
1

bm2·s

∑
~l∈Ns0

K̂λ
~γ,(s,b)−ds,Φ(bm ·~l, bm ·~l)

∑
(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s

CT
1 trm(~k1) + . . .+ CT

s trm(~ks) = ~0

1

+
1

bm2·s

∑
~l∈Ns0

∑
~k ∈ Ns0 \ {~0}
||~k||∞ < bm

K̂λ
~γ,(s,b)−ds,Φ(bm ·~l + ~k, bm ·~l + ~k)×

∑
(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s

CT
1 trm(~k1) + . . .+ CT

s trm(~ks) = ~0

1

= − 1 +

(
1− 1

bm

)∑
~l∈Ns0

K̂λ
~γ,(s,b)−ds,Φ(bm ·~l, bm ·~l)

+
1

bm

∑
~l∈Ns0

∑
~k ∈ Ns0

||~k||∞ < bm

K̂λ
~γ,(s,b)−ds,Φ(bm ·~l + ~k, bm ·~l + ~k)
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≤ − 1 +

s∏
j=1

∞∑
lj=0

K̂λ
γj ,(1,b)−ds,Φ(bm · lj , bm · lj)

+
1

bm

s∏
j=1

∞∑
lj=0

bm−1∑
kj=0

K̂λ
γj ,(1,b)−ds,Φ(bm · lj + kj , b

m · lj + kj).

(2.75)

Soglasno so Lema 2.6 ja imame slednata ocenka: za proizvolen realen

broj γ > 0

K̂γ,(1,b)−ds,Φ(k, k) ≤

1, ako k = 0,

γ2b4

24

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)
1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1,

γ2b4

24

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)(
1

b2(a+j)
+

1

b4a

)
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1+

kj−2b
j−2 + . . .+ k1b+ k0,

ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.
(2.76)

So koristeǌe na (2.76) za proizvolen realen broj γ > 0 se dobiva

deka

∞∑
l=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · l, bm · l)

= K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(0, 0) +

∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · la−1b

a−1, bm · la−1b
a−1)

+

∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · l, bm · l)

≤ 1 +
γ2λb4λ

24λ

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)λ
1

b4λm

×

 ∞∑
a=1

1

b4λa

b−1∑
la−1=1

1 +

∞∑
a=2

1

b2λa

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

1

b2λj

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

1


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≤ 1 +
γ2λb4λ(b− 1)

24λ

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)λ
1

b4λm

×

 ∞∑
a=1

1

b4λa
+

∞∑
a=2

1

b2λa

a−1∑
j=1

bj

b2λj
+

∞∑
a=2

1

b4λa

a−1∑
j=1

bj

 . (2.77)

Za da bide zagarantirana konvergencijata na site tri prethodni

redovi, ovde ḱe go iskoristime uslovot 1
4 < λ ≤ 1. Od (2.77), za 1

4 < λ ≤ 1,

se dobiva slednoto

∞∑
l=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · l, bm · l) ≤ 1 + c1(b, λ, γ)

1

b4λm
, (2.78)

pri xto konstantite c1(b, λ, γ) se definirani vo (2.73).

Za da ja presmetame ili ocenime dvojnata suma vo (2.75) ḱe ja

koristime slednata prezentacija:

∞∑
l=0

bm−1∑
k=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · l + k, bm · l + k) =

bm−1∑
k=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(k, k)

+

∞∑
l=1

bm−1∑
k=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · l + k, bm · l + k) = Σ1 + Σ2.

(2.79)

Sleden qekor ḱe bide da se presmetaat ili ocenat vrednostite

na sumite Σ1 i Σ2. Za ∀λ, 0 < λ ≤ 1 so koristeǌe na (2.76) sleduva deka

Σ1 =

bm−1∑
k=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(k, k)

= K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(0, 0) +

m∑
a=1

b−1∑
ka−1=1

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(ka−1b

a−1, ka−1b
a−1)

+

m∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(k, k)
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≤ 1 +
γ2λb4λ

24λ

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)λ
(b− 1)

×

 m∑
a=1

1

b4λa
+

m∑
a=2

1

b2λa

a−1∑
j=1

bj

b2λj
+

m∑
a=2

1

b4λa

a−1∑
j=1

bj



≤ 1 +
γ2λb4λ(b− 1)

24λ

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)λ
×

[
1− 2b+ (b3 − b2 + b)b−4λ + b2−2λ − b2−6λ

(b4λ − 1)(1− b1−4λ)(b1−2λ − 1)
+

b1−4λ(b− 2 + b1−2λ)

(b1−4λ − 1)(b1−2λ − 1)

bm

b4λm

+
b1−2λ(b− 1)

(b1−2λ − 1)(b2λ − 1)

1

b2λm
− b− 1

b4λ − 1

1

b4λm

]
.

(2.80)

Za ∀λ, 1
4 < λ ≤ 1 so koristeǌe na (2.76) imame deka

Σ2 =

∞∑
l=1

bm−1∑
k=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · l + k, bm · l + k)

=

∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

bm−1∑
k=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · la−1b

a−1 + k, bmla−1b
a−1 + k)

+

∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

bm−1∑
k=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · l + k, bm · l + k)

=

∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(la−1 · b(a+m)−1, la−1 · b(a+m)−1)

+

∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

m∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

(kj−1+1)bj−1−1∑
k=kj−1bj−1̂

Kλ
γ,(1,b)−ds,Φ(la−1b

(a+m)−1 + k, la−1b
(a+m)−1 + k)

+

∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

bm−1∑
k=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · l + k, bm · l + k)

≤ γ2λb4λ

24λ

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)λ
(b− 1)
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×

 1

b4λm

∞∑
a=1

1

b4λa
+

1

b2λm

∞∑
a=2

1

b2λa

m∑
j=1

bj

b2λj
+

1

b4λm

∞∑
a=2

1

b4λa

m∑
j=1

bj

+
1

b4λm

∞∑
a=2

1

b2λa

a−1∑
j=1

bj

b2λm
+

1

b4λm

∞∑
a=2

1

b4λa

a−1∑
j=1

bj


≤ γ2λb4λ

24λ

(
1

5
+

8

sin4 π
b

)λ
(b− 1)

×
[

2b2−2λ − b1−2λ − 1

(b− 1)(b1−2λ − 1)(b2λ − 1)

bm

b4λm
− b1−2λ

(b1−2λ − 1)(b2λ − 1)

1

b2λm

+
b3−4λ + b3−6λ − b2−6λ − 2b2−4λ + b1−4λ − b+ 1

(b− 1)(b4λ − 1)(b1−2λ − 1)(1− b1−4λ)

1

b4λm

]
.

(2.81)

Od (2.79), (2.80) i (2.81) za ∀λ, 1
4 < λ ≤ 1 ja dobivame slednata

gorna ocenka

∞∑
l=0

bm−1∑
k=0

K̂λ
γ,(1,b)−ds,Φ(bm · l + k, bm · l + k)

≤ 1 + c2(b, λ, γ) + c3(b, λ, γ)
bm

b4λm
+ c4(b, λ, γ)

1

b4λm
,

(2.82)

pri xto konstantite c2(b, λ, γ), c3(b, λ, γ) i c4(b, λ, γ) se definirani vo

(2.73).

Od (2.75), (2.78) i (2.82) sleduva toqnosta na delot (i) od Teo-

rema 2.5.

(ii) Asimptotskoto odnesuvaǌe na ê(s,b)−ds,Φ(HSob,s,γ,B4 ;Pbm) e direk-

tna posledica od delot (i). So doka�uvaǌeto na delot (i) i delot (ii)

celosno e doka�ana toqnosta na Teorema 2.5.

So ova koneqno se rexeni site postaveni zadaqi vo podpoglavje

2.2.2 na ovaa glava.
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Glava 3

Te�inska (W(b); γ)−dijafonija

3.1 Formulacija na zadaqata

Vo Glava 2 na disertacijata bexe poka�an vidot na koeficientite

na Volx-Furie na jadro koe e (1, b)−digitalno pomesteno, a potoa popol-

neto so tent-transformacija

K̂(1,b)−ds,Φ(k, k) =

1, ako k = 0,

c1
1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1, a ≥ 1, ka−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},

c2
1

b2(a+j)
+ c3

1

b4a
, ako k = ka−1b

a−1 + kj−1b
j−1 + kj−2b

j−2 + . . .+ k1b+ k0,

a ≥ 2, 1 ≤ j < a, ka−1, kj−1 ∈ {1, 2, . . . , b− 1},
za 0 ≤ τ ≤ j − 2, kτ ∈ {0, 1, . . . , b− 1}.

(3.1)

so pozitivni konstanti c1, c2 i c3 definirani vo eksplicitna forma vo

Glava 2, a koi ovde se izostaveni zaradi uprostuvaǌe na rezultatite.

Vo statijata [BDLNP] od 2012 godina Baldo, Pilixhamer i

115
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drugi avtori razgleduvaat prostor od funkcii so odredena brzina na

opaǵaǌe na nivnite Volx-Furievi koeficienti. Za proizvolen cel broj

k ∈ N0, tie so poseben interes go razgleduvaat brojot na nenulti cifri

na k vo broen sistem so osnova b, koj go oznaquvaat so #k, pri xto

#0 = 0. Pri takva oznaka, proizvolen cel broj k na edinstven naqin se

pretstavuva vo oblik:

k =

#k∑
i=1

kaib
ai , kai ∈ {1, 2, . . . , b− 1}, a1 > a2 > · · · > a#k ≥ 0.

Potoa za fiksiran cel broj α > 1 i proizvolen vektor ~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0
i vektor ~γ = (γ1, . . . , γs) od pozitivni te�ini, koeficientite rα(~γ,~k) gi

definiraat so

rα(~γ,~k) =
∏
h∈U

γhrα(kh),

kade xto za proizvolen cel broj k ∈ N0, koeficientot rα(k) go definiraat

so

rα(k) = b−
∑min(#k,α)
i=1 (αi+1), rα(0) = 1,

a mno�estvoto U e definirano so U = {j : 1 ≤ j ≤ s, kj 6= 0}.

Vo gorniot trud, parametarot α e tesno povrzan so glatkosta

na funkcijata. Predmet na istra�uvaǌe vo [BDLNP] e i grexkata-vo-

najlox-sluqaj na integriraǌeto vo razgleduvaniot prostor so koris-

teǌe na polinomijalna mre�a od povisok red.

Oqigledno e deka tendencijata vo gorespomenatiot trud e da se

razgleduva klasa na funkcii za koi k−tiot Volx-Furiev koeficient

zavisi od blokovi od nenulti cifri so dol�ina α, vo razvojot na k vo

broen sistem so osnova b.

Obopxtenata niza na Van der Korput e definirana so Glava 1,

no poradi nejzinata va�nost povtorno ḱe ja izneseme ovde:
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(Obopxtena niza na Van der Korput) Neka b ≥ 2 e cel broj i

neka Σ = (σi)i≥0 e niza od permutacii na mno�estvoto {0, 1, . . . , b−1}. Ako
proizvolen nenegativen cel broj i ima pretstavuvaǌe vo broen sistem

so osnova b :

i =
∞∑
j=0

aj(i)b
j , (3.2)

kade xto za j ≥ 0, aj(i) ∈ {0, 1, . . . , b− 1}, togax se definira

SΣ
b (i) =

∞∑
j=0

σj(aj(i))b
−j−1.

Razrabotkite vo ovaa glava imaat za cel da bidat rexeni sled-

nite zadaqi:

Zadaqa 3.1

Da se predlo�i nova te�inska verzija na dijafonijata od red

b, bazirana na koeficienti koi ḱe imaat redovi na golemina kako i

koeficientite K̂(s,b)−ds,Φ(k, k) definirani so ravenstvoto vo Lema 2.6 (i)

vo Glava 2, i koja ḱe ja nareqeme te�inska (W(b); γ)−dijafonija

Zadaqa 3.2

Da se doka�e deka te�inskata (W(b); γ)− dijafonija e kvantita-

tivna merka za neramnomernost na raspredelba na nizi.

Zadaqa 3.3

Da se najde presmetuvaqkata slo�enost na novata (W(b); γ)− di-

jafonija na proizvolna s−dimenzionalna mre�a, sostavena od N toqki.

Zadaqa 3.4

Da se presmeta toqniot red na golemina na te�inskata (W(b); γ)−
dijafonija na Obopxtenata niza na Van der Korput.
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Zadaqa 3.5

Da se izrabotat softverski produkti so koi ḱe se verifici-

raat dobienite teoretski rezultati za te�inska (W(b); γ)− dijafonija

na Obopxtenata niza na Van der Korput.

Rexavaǌeto na site postaveni zadaqi ḱe bide posledovatelno

realizirano do krajot na ovaa glava.

3.2 Te�inska (W(b); γ)− dijafonija - definicija

i svojstva

Vo ova poglavje ḱe bide voveden nov tip na te�inska dijafonija

soglasno so postavenata Zadaqa 3.1. Motivacija za voveduvaǌe na nov

tip na dijafonija bexe praxaǌeto: dali mo�e da se konstruira nov

tip na dijafonija od red b, taka xto nekoi dobro poznati nizi, kako na

primer Obopxtenata niza na Van der Korput i mre�ata na Zaremba-

Holton da imaat podobar red na golemina otkolku soodvetniot red na

golemina na dosega poznatite dijafonii od red b.

Odgovor na ova praxaǌe e deka toa bi bilo mo�no dokolku ko-

ristime novi koeficienti koi ḱe bidat pomali od koeficientite dadeni

so Definicija 1.8 vo Glava 1.

Vo ova poglavje ḱe bidat rexeni zadaqite Zadaqa 3.1, Zadaqa 3.2

i Zadaqa 3.3, postaveni vo poglavje 3.1, t.e. ḱe bide voveden nov tip na

te�inska dijafonija, ḱe bide poka�ano deka taa e kvantitativna merka

za neramnomerna raspredelba na nizi i ḱe bide dadena nejzinata pres-

metuvaqka slo�enost za proizvolna s−dimenzionalna mre�a, sostavena

od N toqki.
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3.2.1 Definicija i nekoi rezultati za te�inska (W(b); γ)− di-

jafonija

Vo [DGKS] avtorite voveduvaat nov tip na te�inska dijafonija od

red b, qija definicija sleduva, i so toa se dava rexenie na postavenata

Zadaqa 3.1.

Definicija 3.1 Neka ~γ = (γ1, γ2, . . . , γs), kade xto γ1 ≥ γ2 ≥ . . . ≥ γs > 0

e proizvolen vektor od te�ini. Za sekoj cel broj N ≥ 1 se definira

te�inska (W(b); γ)−dijafonija FN (W(b); γ; ξ) na prvite N elementi od

nizata ξ = (~xn)n≥0 od toqki vo [0, 1)s na sledniot naqin:

FN (W(b);~γ; ξ) =

C−1(b; s;~γ)
∑

~k∈Ns0, ~k 6=~0

R(b;~γ;~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

,

za sekoj vektor ~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0 koeficientot R(b;~γ;~k) e definiran so

R(b;~γ;~k) =

s∏
h=1

ρ(b; γh; kh), (3.3)

i za sekoj realen broj γ > 0 i proizvolen cel broj k ≥ 0, koeficientot

ρ(b; γ; k) e daden so

ρ(b; γ; k) =
1, ako k = 0,

γb−4a, ako k = ka−1b
a−1, ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1}, a ≥ 1,

γb−2(a+j) + γb−4a, ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1 + kj−2b
j−2 + . . .+ k0,

ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b− 1}, 1 ≤ j < a, a ≥ 2,

(3.4)
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i konstantata C(b; s;~γ) se dadena so formulata

C(b; s;~γ) =

s∏
h=1

[
1 +

γh(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)

]
− 1. (3.5)

Slednata teorema, izlo�ena i doka�ana vo [DGKS] poka�uva

deka te�inskata (W(b); γ)−dijafonija pretstavuva numeriqka merka za

ramnomerna raspredelba na nizi. So ovaa teorema se dava rexenie na

postavenata Zadaqa 3.2.

Teorema 3.1 Nizata ξ = (~xn)n≥0 e ramnomerno raspredelena vo [0, 1)s ako

i samo ako graniqnoto ravenstvo

lim
N→∞

FN (W(b);~γ; ξ) = 0

va�i za proizvolen vektor ~γ od nerasteqki pozitivni te�ini.

Soglasno so postavenata Zadaqa 3.3 vo poglavje 3.1, narednoto

razgleduvaǌe ḱe bide posveteno na dobivaǌe na formula za presmetu-

vaqkata slo�enost na vovedenata nova dijafonija vo Definicija 3.1.

Ponatamu, za proizvolni realni broevi x, y ∈ [0, 1) se voveduvaat

slednite dva uslovi:

(C1) x⊕b1 y ne e racionalen broj vo broen sistem so osnova b

(C2) x i y se racionalni broevi vo broen sistem so osnova b.

So logb x ḱe bide oznaqen logaritam od x ∈ [0, 1) pri osnova b. Ako

x go ima sledniot zapis vo broen sistem so osnova b :

x =
xg
bg

+
xg+1

bg+1
+ . . . ,
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kade xto xg 6= 0 i za i ≥ g, xi ∈ {0, 1, . . . , b − 1}, togax cel del od logb x se

definira so −g i se oznaquva so blogb xc = −g.

Sleduva teorema so koja se dava presmetuvaqkata slo�enost

O(N2) na te�inskata (W(b);~γ)− dijafonija.

Teorema 3.2 Neka za proizvolen realen broj γ > 0 konstruirame

funkcija

ω(b; γ;x) = 1 +
γ

b(b2 + b+ 1)
− γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)
b3blogb xc

+γ

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

bwall(x), x ∈ [0, 1].

Za proizvolen vektor od te�ini ~γ = (γ1, γ2, . . . , γs), kade xto γ1 ≥
. . . ≥ γs > 0, neka e definirana funkcija

Ω(b;~γ; ~x) = −1 +

s∏
h=1

ω(b; γh;xh), ~x = (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1]s.

Za proizvolen cel broj N ≥ 1 neka ξN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1} bide

proizvolna mre�a sostavena od N toqki vo [0, 1)s, taka xto za 0 ≤
n ≤ N − 1 koordinatite na toqkata ~xn zadovoluvaat eden od uslovite

(C1) ili (C2) (parcijalen sluqaj pretstavuva mre�a koja se sostoi od

racionalni broevi vo broen sistem so osnova b). Togax te�inskata

(W(b);~γ)−dijafonija F (W(b);~γ; ξN ) na mre�ata ξN go zadovoluva raven-

stvoto:

F 2
N (W(b);~γ; ξN ) =

1∏s
h=1

[
1 + γh(b+2)

b(b+1)(b2+b+1)

]
− 1

1

N2

N−1∑
n,m=0

Ω(b; γ; ~xn 	bs ~xm).
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So Teorema 3.2 se dava presmetuvaqkata slo�enost O(N2) na

te�inskata (W(b);~γ)− dijafonija na proizvolna mre�a sostavena od N

toqki vo [0, 1)s, pri xto konstantata vo simbolot O(N2) zavisi od osno-

vata b i dimenzijata s.

3.2.2 Dokaz na Teorema 3.1 i Teorema 3.2

Ovde ḱe bidat doka�ani Teorema 3.1 i Teorema 3.2, no prethodno ḱe

bide doka�ana toqnosta na edna Lema za suma na koeficientite R(b;~γ;~k).

Lema 3.1 Za proizvolnen cel broj b ≥ 2, dimenzija s ≥ 1 i vektor od

te�ini ~γ = (γ1, γ2, . . . , γs), kade xto γ1 ≥ . . . ≥ γs > 0, va�i ravenstvoto

∑
~k∈Ns0,~k 6=~0

R(b;~γ;~k) = C(b; s;~γ)

kade xto koeficientite R(b;~γ;~k)se definirani so ravenstvoto (3.3), a

konstantata C(b; s;~γ) e definirana so (3.5).

Dokaz na Lema 3.1.

Oqevidno e ravenstvoto:

∑
~k∈Ns0,~k 6=~0

R(b,~γ,~k) = −1 +
∑
~k∈Ns0

R(b,~γ,~k) = −1 +

∞∑
k1=0

. . .

∞∑
ks=0

R(b,~γ,~k)

= −1 +

∞∑
k1=0

ρ(b, γ1, k1) . . .

∞∑
ks=0

ρ(b, γs, ks) = −1 +

s∏
h=1

∞∑
kh=0

ρ(b, γh, kh). (3.6)

Za proizvolen realen broj γ > 0 ḱe go doka�eme ravenstvoto

∞∑
k=0

ρ(b, γ, k) = 1 +
γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
. (3.7)
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Trgnuvajḱi od formulata (3.4), sleduva deka se toqni se slednite

pretstavuvaǌa:

S =

∞∑
k=0

ρ(b, γ, k) = ρ(b, γ, 0) +

∞∑
k=1

ρ(b, γ, k)

= 1 +

∞∑
a=1

b−1∑
ka−1=1

ρ(b, γ; ka−1b
a−1)

+

∞∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

ρ(b, γ, k)

= 1 + γ

∞∑
a=1

b−1∑
ka−1=1

b−4a

+γ

∞∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

(b−2(a+j) + b−4a)

= 1 + γ(S1 + S2).

(3.8)

Sega ḱe gi presmetame posebno dvete sumi od ravenstvoto (3.8).

S1 =

∞∑
a=1

b−4a
b−1∑

ka−1=1

1 =

∞∑
a=1

b−4a(b− 1) =
b− 1

b4
1

1− b−4
=

b− 1

b4 − 1
, (3.9)

Sleduva presmetuvaǌe na vtorata suma S2 :

S2 =

∞∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

b−2(a+j)

+

∞∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

b−4a

=

∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1
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+

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1 = S21 + S22

(3.10)

Da ja presmetame sumata S21 :

S21 =

∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1

=

∞∑
a=2

b−2a(b− 1)2
a−1∑
j=1

b−2jbj−1 =
(b− 1)2

b

∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−j

=
(b− 1)2

b

∞∑
a=2

b−2ab−1 b
−(a−1) − 1

b−1 − 1
=

(b− 1)2

b2(b−1 − 1)

∞∑
a=2

(ba(−3)b1 − b−2a)

=
(b− 1)2

b(b3 − 1)(b2 − 1)
,

t.e. se dobi sledniot rezultat:

S21 =
1

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
. (3.11)

Sleduva presmetka na sumata S22 :

S22 =

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1

=
(b− 1)2

b

∞∑
a=2

b−4a
a−1∑
j=1

bj =
(b− 1)2

b

∞∑
a=2

b−4ab
ba−1 − 1

b− 1
,

t.e. se dobi sledniot rezultat:

S22 =
(b− 1)2

(b4 − b)(b4 − 1)
=

1

b(b+ 1)(b2 + 1)(b2 + b+ 1)
. (3.12)
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Od (3.10), (3.11) i (3.12) sleduva

S2 =
b2 + 2

b(b+ 1)(b2 + 1)(b2 + b+ 1)
.

So koristeǌe na ravenstvata (3.8) i (3.9) sleduva

S =

∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k) = 1 + γ

(
b− 1

b4 − 1
+

b2 + 2

b(b+ 1)(b2 + 1)(b2 + b+ 1)

)

= 1 +
γ(b− 1)

b4 − 1
(1 +

(b2 + 2)(b− 1)

b4 − b
)

= 1 +
γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
. (3.13)

Koneqno sleduva deka

∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k) = 1 +
γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
.

so xto napolno e doka�ana toqnosta na ravenstvoto (3.7).

Sega od ravenstvata (3.6) i (3.7) direktno sleduva toqnosta na

Lema 3.1.

Otkako ja doka�avme toqnosta na pomoxnite rezultati, sega

mo�e da pristapime kon doka�uvaǌe na toqnosta na Teorema 3.1.

Dokaz na Teorema 3.1

Za da ja doka�eme ovaa teorema, ḱe go koristime eksponencijal-

niot kriterium na Vajl, daden vo Glava 1, vo terminite na Volxovite

funkcii, koj glasi:
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Nizata ξ = (~xn)n≥0 e ramnomerno raspredelena vo [0, 1)s, ako i samo

ako za sekoj vektor ~k ∈ N0
s,~k 6= ~0, va�i

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn) = 0. (3.14)

Potreben uslov:

Neka nizata ξ = (~xn)n≥0 e ramnomerno raspredelena vo [0, 1)s, to-

gax soglasno so (3.14) sleduva deka za sekoj realen broj ε > 0 postoi

indeks Nε = N(ε), taka xto ∀N ≥ Nε neravenstvoto∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣ < ε

e ispolneto ∀~k ∈ N0
s,~k 6= ~0. Togax od Definicija 3.4 se dobiva deka za

onie N za koi va�i N ≥ Nε e toqno

F 2
N (W(b);~γ; ξ) = C−1(b; s;~γ)

∑
~k∈Ns0, ~k 6=~0

R(b;~γ;~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2

<
ε2

C(b; s;~γ)

∑
~k∈Ns0, ~k 6=~0

R(b;~γ;~k). (3.15)

Soglasno so Lema 3.1 za (3.15) se dobiva deka

F 2
N (W(b);~γ; ξ) <

ε2

C(b; s;~γ)
C(b; s;~γ) = ε2,

t.e. se dobiva deka

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn) = 0.
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Dovolen uslov: Neka graniqnoto neravenstvo

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn) = 0

e ispolneto za sekoj vektor od te�ini ~γ. Togax za sekoj fiksiran vektor
~k0 ∈ Ns0,~k0 6= ~0 va�i oqevidnoto neravenstvo

C−1(b; s;~γ)R(b;~γ;~k0)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k0(~xn)

∣∣∣∣∣
2

≤ C−1(b; s;~γ)
∑

~k∈Ns0, ~k 6=~0

R(b;~γ;~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2

= F 2
N (W(b);~γ; ξ),

od kade sleduva deka

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k0(~xn)

∣∣∣∣∣
2

≤ C(b; s;~γ)

R(b;~γ;~k0)
F 2
N (W(b);~γ; ξ).

Od poslednoto neravenstvo direktno se dobiva deka graniqnoto nera-

venstvo

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

bwal~k0(~xn) = 0

e ispolneto za sekoj vektor ~k0 ∈ Ns0,~k0 6= ~0 i za sekoj vektor od te�ini ~γ.

Togax soglasno so (3.14), nizata ξ = (~xn)n≥0 e ramnomerno raspredelena

vo [0, 1)s.

Dokaz na Teorema 3.2

Za da ja doka�eme Teorema 3.2, prethodno ḱe ja doka�eme toqnosta na

slednite qetiri lemi.
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Lema 3.2 Redot

R =

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

bwall(x) (3.16)

e ramnomerno konvergenten nad intervalot [0, 1).

Dokaz na Lema 3.2.

Za da ja doka�eme ramnomernata konvergencija na redot (3.16) ḱe

go koristime kriteriumot na Vaerxtras za ramnomerna konvergencija

na funkcionalen red.

Na poqetok, da go zabele�ime faktot deka za sekoj cel broj k

va�i ravenstvoto

|bwalk(x)| = 1,∀x ∈ [0, 1).

Potoa, za modulot na redot (3.16) se dobiva

|R| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

bwall(x)

∣∣∣∣∣∣
≤
∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

|bwall(x)|

=

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

1

= (b− 1)2
∞∑
α=2

b−2α
α−1∑
τ=1

b−2τ bτ−1 =
(b− 1)2

b

∞∑
α=2

b−2α
α−1∑
τ=1

b−τ ,

od kade sleduva deka

|R| ≤ (b− 1)2

b

∞∑
α=0

b−2α
∞∑
τ=0

b−τ .
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Dovolno e da zabele�ime deka dvata reda

∞∑
α=0

b−2α i
∞∑
τ=0

b−τ

se konvergentni redovi kako sumi na geometriska progresija so ko-

eficient q < 1, pa od tuka, spored Kriteriumot na Vaerxtras za

ramnomerna konvergencija na funkcionalni redovi sleduva deka redot

(3.16) e ramnomerno konvergenten nad intervalot [0, 1).

Lema 3.3 Za proizvolen cel broj b ≥ 2 va�i ravenstvoto:

∫ 1

0

b3blogb xcdx =
1

(b+ 1)(b2 + 1)
.

Dokaz na Lema 3.3.

Osnovnata ideja za dokaz na ovaa lema e da se iskoristi slednoto

pretstavuvaǌe:

∫ 1

0

b3blogb xcdx =

∞∑
α=0

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xcdx. (3.17)

Otkako e napraveno gornoto razbivaǌe na intervalot [0, 1) na

podintervali, togax za sekoj cel broj α ≥ 0 i za sekoj realen broj

x ∈ [b−(α+1), b−α) imame deka blogb xc = −(α+ 1). Togax od (3.17) se dobiva

∫ 1

0

b3blogb xcdx =

∞∑
α=0

b−3(α+1)

∫ b−α

b−(α+1)

dx =

∞∑
α=0

b−3(α+1)

(
1

bα
− 1

bα+1

)

=

∞∑
α=0

b−3(α+1) b− 1

bα+1
=
b− 1

b4

∞∑
α=0

b−4α =
b− 1

b4 − 1
=

1

(b+ 1)(b2 + 1)
.

So toa napolno e doka�ana toqnosta na Lema 3.3.
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Lema 3.4 Neka b ≥ 2 e fiksirana baza i neka k ≥ 1 bide proizvolen cel

broj. Celiot broj a ≥ 0 se opredeluva od uslovot ba−1 ≤ k < ba. Togax

va�i ravenstvoto

∫ 1

0

b3blogb xc
bwalk(x)dx =

−b(b2 + b+ 1)

(b+ 1)(b2 + 1)
b−4a.

Dokaz na Lema 3.4.

Vo dokazot na ovaa lema posebno ḱe gi razgledame dvata sluqai:

koga a = 1 i koga a > 1. Vo sluqajot koga a = 1 mo�e da se doka�e

ravenstvoto ∫ 1

0

b3blogb xc
bwalk(x)dx =

−b(b2 + b+ 1)

(b+ 1)(b2 + 1)
b−4. (3.18)

Za a = 1 imame deka k ∈ {1, . . . , b−1} i ḱe go iskoristime pretstavuvaǌeto

∫ 1

0

b3blogb xc
bwalk(x)dx =

∫ 1
b

0

b3blogb xc
bwalk(x)dx+

∫ 1

1
b

b3blogb xc
bwalk(x)dx (3.19)

Za x ∈ [0, 1
b ) imame deka bwalk(x) = 1, a za x ∈ [ 1

b , 1) imame deka

blogb xc = −1. Na toj naqin od (3.19) se dobiva

∫ 1

0

b3blogb xc
bwalk(x)dx =

∫ 1
b

0

b3blogb xcdx+ b−3

∫ 1

1
b

bwalk(x)dx. (3.20)

Od svojstvata na Volxovite funkcii imame deka

∫ 1

1
b

bwalk(x)dx =

∫ 1

0
bwalk(x)dx−

∫ 1
b

0
bwalk(x)dx

= −
∫ 1

b

0
bwalk(x)dx = −

∫ 1
b

0

dx = −1

b
. (3.21)
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Ponatamu toqno e ravenstvoto

∫ 1
b

0

b3blogb xcdx =

∞∑
α=1

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xcdx =

∞∑
α=1

b−3(α+1)

∫ b−α

b−(α+1)

dx

=

∞∑
α=1

b−3(α+1) b− 1

bα+1
=
b− 1

b4

∞∑
α=1

b−4α =
b− 1

b4(b4 − 1)
=

1

b4(b+ 1)(b2 + 1)
. (3.22)

Od (3.20), (3.21) i (3.22) koneqno se dobiva

∫ 1

0

b3blogb xc
bwalk(x)dx =

1

b4(b+ 1)(b2 + 1)
− 1

b4
=
−b(b2 + b+ 1)

(b+ 1)(b2 + 1)
b−4,

so xto ravenstvoto (3.18) e doka�ano.

Neka sega go razgledame sluqajot koga a ≥ 2. Ḱe go iskoristime

sledniot zapis

∫ 1

0

b3blogb xc
bwalk(x)dx =

a−2∑
α=0

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xc
bwalk(x)dx

+

∫ b−(a−1)

b−a
b3blogb xc

bwalk(x)dx+

∞∑
α=a

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xc
bwalk(x)dx (3.23)

Na poqetok da ja razgledame sumata
∞∑
α=a

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xc
bwalk(x)dx.

Za sekoj x ∈ [
1

bα+1
,

1

bα
) imame deka bwalk(x) = 1 i blogb xc = −(α + 1). Na toj

naqin se dobiva deka

∞∑
α=a

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xc
bwalk(x)dx =

∞∑
α=a

∫ b−α

b−(α+1)

b−3(α+1)dx

=

∞∑
α=a

b−3(α+1)

∫ b−α

b−(α+1)

dx =

∞∑
α=a

b−3(α+1) b− 1

b1−α
=
b− 1

b4

∞∑
α=a

b−4α =
b−4a

(b+ 1)(b2 + 1)
,
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t.e. se dobi rezultatot

∞∑
α=a

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xc
bwalk(x)dx =

b−4a

(b+ 1)(b2 + 1)
. (3.24)

Za presmetuvaǌe na vrednosta na integralot∫ b−(a−1)

b−a
b3blogb xc

bwalk(x)dx ḱe go iskoristime faktot deka za sekoj

x ∈ [
1

ba
,

1

ba−1
) imame deka blogb xc = −a, od kade sleduva

∫ b−(a−1)

b−a
b3blogb xc

bwalk(x)dx = b−3a

(∫ b−(a−1)

0
bwalk(x)dx−

∫ b−a

0
bwalk(x)dx

)

= −b−3a

∫ b−a

0
bwalk(x)dx = −b−3a

∫ b−a

0

dx = −b−4a,

odnosno se dobi rezultatot:

∫ b−(a−1)

b−a
b3blogb xc

bwalk(x)dx = −b−4a. (3.25)

Nareden qekor e da se presmeta sumata

a−2∑
α=0

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xc
bwalk(x)dx.

Za sekoj x ∈ [
1

bα+1
,

1

bα
) imame deka blogb xc = −(α + 1). Potoa sekoj

interval od oblik [
1

bα+1
,

1

bα
) go delime na b − 1 podintervali od vidot

[
β

bα+1
,
β + 1

bα+1
), kade xto β = 1, 2, . . . , b− 1. Na toj naqin se dobiva

a−2∑
α=0

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xc
bwalk(x)dx =

a−2∑
α=0

b−3(α+1)

∫ b−α

b−(α+1)
bwalk(x)dx
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=

a−2∑
α=0

b−3(α+1)

b−1∑
β=1

∫ β+1

bα+1

β

bα+1

bwalk(x)dx. (3.26)

Sledna ideja e intervalot [
β

bα+1
,
β + 1

bα+1
) da se razdeli na positni

intervali so dol�ina 1
ba . Ako go iskoristime sledniot zapis

β

bα+1
=
βba−1

bα+1
· 1

ba−1
=
βba−2−α

ba−1

i
β + 1

bα+1
=

(β + 1)ba−1

bα+1
· 1

ba−1
=
βba−2−α + ba−1

ba−1
,

sleduva [
β

bα+1
,
β + 1

bα+1

)
=

[
βba−2−α

ba−1
,
βba−2−α + ba−1

ba−1

)

= ∪b
a−1−1
h=0

[
βba−2−α + h

ba−1
,
βba−2−α + h+ 1

ba−1

)

= ∪b
a−1−1
h=0

[
b(βba−2−α + h)

ba
,
b(βba−2−α + h) + b

ba

)

= ∪b
a−1−1
h=0 ∪b−1

µ=0

[
b(βba−2−α + h)

ba
+
µ

ba
,
b(βba−2−α + h)

ba
+
µ+ 1

ba

)
.

Na toj naqin za (3.26) se dobiva pretstavuvaǌeto

a−2∑
α=0

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xc
bwalk(x)dx

=

a−2∑
α=0

b−3(α+1)

b−1∑
β=1

ba−1−1∑
h=0

b−1∑
µ=0

∫ b(βba−2−α+h)
ba +µ+1

ba

b(βba−2−α+h)
ba + µ

ba

bwalk(x)dx. (3.27)

Da zabele�ime deka

b−1∑
µ=0

∫ b(βba−2−α+h)
ba +µ+1

ba

b(βba−2−α+h)
ba + µ

ba

bwalk(x)dx = 0, (3.28)
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poradi svojstvata na Volxovite funkcii.

Od (3.27) i (3.28) se dobiva sledniot rezultat

a−2∑
α=0

∫ b−α

b−(α+1)

b3blogb xc
bwalk(x)dx = 0. (3.29)

Koneqno od (3.23), (3.24), (3.25) i (3.29) za za a > 1 imame

∫ 1

0

b3blogb xc
bwalk(x)dx = −b−4a +

b−4a

(b+ 1)(b2 + 1)
=
−b(b2 + b+ 1)

(b+ 1)(b2 + 1)
b−4a, (3.30)

so xto potpolno ja doka�avme toqnosta na Lema 3.4.

Lema 3.5 (i) Neka za proizvolen cel broj b ≥ 2 i za proizvolen realen

broj γ > 0 definirame funkcija ω(b; γ;x) kako vo Teorema 3.2 so

ω(b; γ;x) = 1 +
γ

b(b2 + b+ 1)
− γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)
b3blogb xc

+γ

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

bwall(x), x ∈ [0, 1].

Togax Volx-Furieviot koeficient na funkcijata ω(b; γ;x) go zadovoluva

ravenstvoto

ω̂(b; γ; k) =
1, ako k = 0,

γb−4a, ako k = ka−1b
a−1, ka−1 ∈ {1, . . . , b− 1}, a ≥ 1,

γb−2(a+j) + γb−4a, ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1 + kj−2b
j−2 + . . .+ k0,

ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b− 1}, 1 ≤ j < a, a ≥ 2,

,

t.e. soglasno so formulata (3.4) va�i ravenstvoto

ω̂(b; γ; k) = ρ(b; γ; k).
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(ii) Za proizvolen vektor od te�ini ~γ = (γ1, γ2, . . . , γs), kade xto

γ1 ≥ . . . ≥ γs > 0, neka e definirana funkcija Ω(b;~γ; ~x) kako vo Teorema 3.2

so

Ω(b;~γ; ~x) = −1 +

s∏
h=1

ω(b; γh;xh), ~x = (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1]s,

togax Volx-Furieviot koeficient na funkcijata Ω(b;~γ; ~x) go zado-

voluva ravenstvoto

Ω̂(b;~γ;~k) =

 0, ako ~k = ~0,

R(b,~γ,~k), ako ~k 6= ~0,
,

kade xto koeficientite R(b,~γ,~k) se definirani so formulata (3.3) vo

Definicija 3.1.

(iii) Funkcijata Ω(b;~γ; ~x) ima razvoj vo Volx-Furiev red od oblik:

Ω(b;~γ; ~x) =
∑

~k∈Ns0, ~k 6=~0

R(b;~γ;~k)bwal~k(~x),∀~x ∈ [0, 1)s.

Dokaz na Lema 3.5.

(i) Za proizvolen cel broj k ≥ 0 va�i ravenstvoto

ω̂(b; γ; k) =

∫ 1

0

ω(b; γ;x)bwalk(x)dx

=

∫ 1

0

[
1 +

γ

b(b2 + b+ 1)
− γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)
b3blogb xc

+γ

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

bwall(x)


bwalk(x)dx.

(3.31)

Neka k = 0, od Lema 3.3 i od ravenstvoto (3.31) se dobiva sledniot

rezultat

ω̂(b; γ; 0) = 1 +
γ

b(b2 + b+ 1)
− γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)

∫ 1

0

b3blogb xcdx.
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+γ

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

∫ 1

0
bwall(x)dx

= 1 +
γ

b(b2 + b+ 1)
− γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)
· 1

(b+ 1)(b2 + 1)

= 1 +
γ

b(b2 + b+ 1)
− γ

b(b2 + b+ 1)
= 1,

t.e. se dobi deka ω̂(b; γ; 0) = 1.

Neka sega k = ka−1b
a−1, za a ≥ 1, ka−1 ∈ {1, . . . , b−1}. Togax od (3.31),

od Lema 3.3 i Lema 3.4 se dobiva

ω̂(b; γ; ka−1b
a−1) =

[
1 +

γ

b(b2 + b+ 1)

] ∫ 1

0
bwalka−1ba−1(x)dx

−γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)

∫ 1

0

b3blogb xc
bwalka−1ba−1(x)dx

+γ

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

∫ 1

0
bwall(x)bwalka−1ba−1(x)dx. (3.32)

Od Lema 3.4 za (3.32) se dobiva

ω̂(b; γ; ka−1b
a−1) = −γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)

∫ 1

0

b3blogb xc
bwalka−1ba−1(x)dx

+γ

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

∫ 1

0
bwall(x)bwalka−1ba−1(x)dx

= −γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)
·
(
−b(b2 + b+ 1)

(b+ 1)(b2 + 1)

)
b−4a = γb−4a,

odnosno se dobi sledniot rezultat:

ω̂(b; γ; ka−1b
a−1) = γb−4a.
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Neka sega k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1 + kj−2b
j−2 + . . . + k0, kade xto a ≥

2, 1 ≤ j < a, ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b− 1}. Togax od Lema 3.3 i Lema 3.4 i od

svojstvata na Volxovite funkcii imame deka

ω̂(b; γ; k) =

[
1 +

γ

b(b2 + b+ 1)

] ∫ 1

0
bwalk(x)dx

−γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)

∫ 1

0

b3blogb xc
bwalk(x)dx

+γ

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

∫ 1

0
bwall(x)bwalk(x)dx

= −γ(b+ 1)(b2 + 1)

b(b2 + b+ 1)
·
(
−b(b2 + b+ 1)

(b+ 1)(b2 + 1)

)
b−4a

+γ

∞∑
α=2

b−2α
b−1∑
β=1

α−1∑
τ=1

b−2τ
b−1∑
µ=1

βbα−1+(µ+1)bτ−1−1∑
l=βbα−1+µbτ−1

∫ 1

0
bwall(x)bwalk(x)dx. (3.33)

Za integralot vo posledniot izraz imame deka

I1 =

∫ 1

0
bwall(x)bwalk(x)dx =

 1, ako l = k,

0, ako l 6= k,
,

od kade xto sleduva deka
∫ 1

0 bwall(x)bwalk(x)dx = 1 ⇐⇒ l = k, xto

povlekuva deka I1 = 1 ⇐⇒ α = a, τ = j, β = ka−1 i µ = kj−1.

Toa znaqi deka site sobiroci koi go sodr�at integralot I1 vo

(3.33) ḱe bidat nuli osven eden sobirok koj odgovara na indeksite α =

a, τ = j, β = ka−1 i µ = kj−1 i toj sobirok ima vrednost b−2a·b−2j . Od gornata

analiza i od (3.33) se dobiva deka vo sluqajot koga k = ka−1b
a−1+kj−1b

j−1+

kj−2b
j−2 + . . . + k0, kade xto a ≥ 2, 1 ≤ j < a, ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b − 1}. (t.e

sluqajot koga k ima barem dve nenulti cifri vo svojot zapis vo broen
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sistem so osnova b) va�i ravenstvoto:

ω̂(b; γ; k) = γb−4a + γb−2(a+j).

So toa napolno e doka�ana toqnosta na del (i) na Lema 3.5.

(ii) Za sekoj vektor ~k ∈ Ns0 va�i ravenstvoto

Ω̂(b;~γ;~k) =

∫
[0,1)s

Ω(b;~γ; ~x)bwal~k(~x)d~x

=

∫
[0,1)s

[
−1 +

s∏
h=1

ω(b; γh;xh)

]
bwal~k(~x)d~x. (3.34)

Ovde oddelno ḱe gi razgledame dvata sluqai: koga ~k = ~0 i koga
~k 6= ~0 i ḱe go koristime oblikot na ednodimenzionalnite Volx-Furievi

koeficienti dobieni vo (i) na ovaa lema.

Neka ~k = ~0, togax od (3.34) imame deka

Ω̂(b;~γ;~0) = −
∫

[0,1)s
bwal~0(~x)d~x+

s∏
h=1

∫ 1

0

ω(b; γh;xh)bwal0(xh)dxh

= −1 +

s∏
h=1

∫ 1

0

ω(b; γh;xh)bwal0(xh)dxh = −1 +

s∏
h=1

1 = −1 + 1 = 0,

odnosno se dobi sledniot rezultat:

Ω̂(b;~γ;~0) = 0.

Neka sega ~k 6= ~0,~k = (k1, . . . , ks), togax se dobiva deka

Ω̂(b;~γ;~k) = −
∫

[0,1)s
bwal~k(~x)d~x+

s∏
h=1

∫ 1

0

ω(b; γh;xh)bwalkh(xh)dxh
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=

s∏
h=1

ω̂(b; γh; kh) =

s∏
h=1

ρ(b; γh; kh) = R(b,~γ,~k).

Koneqno, se dobi sledniot rezultat:

Ω̂(b;~γ;~k) =

 0, ako ~k = ~0,

R(b,~γ,~k), ako ~k 6= ~0,
,

, so xto e doka�ana toqnosta na delot (ii) na Lema 3.5.

(iii) Dokazot na delot (iii) sleduva direktno od doka�anite raven-

stva vo del (i) i del (ii) na ovaa lema. So toa potpolno e doka�ana

toqosta na Lema 3.5.

Otkako gi doka�avme site neophodni tvrdeǌa i rezultati, sega

mo�e da pristapime kon dokazot na Teorema 3.2.

Neka ξN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1} bide proizvolna mre�a sostavena od N

toqki vo [0, 1)s. Treba da se presmeta sumata

1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

Ω(b; γ; ~xn 	bs ~xm).

Za taa cel ḱe ja koristime toqnosta na formulata:

bwal~k(~x	bs ~y) = bwal~k(~x)bwal~k(~y), ∀~k ∈ Ns0, ∀~x, ~y ∈ [0, 1)s, (3.35)

koja bexe izlo�ena vo Glava 1, vo poglavje 1.1. Da go zabele�ime i fak-

tot deka funkciite ω(b; γ;x) se ramnomerno konvergentni nad intervalot

[0, 1), a funkciite Ω(b;~γ; ~x) se ramnomerno konvergentni nad [0, 1)s, xto

sleduva od toqnosta na Lema 3.2. Vo slednite presmetuvaǌa, funkci-

jata Ω(b;~γ; ~x) ḱe bide zameneta so nejziniot Volx-Furiev red, xto smee

da se napravi bidejḱi taa e neprekinata po delovi, kako proizvod od

zbirovi od funkcii koi se po delovi neprekinati.
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Od formulata (3.35), od Definicija 3.1 i od Lema 3.5 (iii) se

dobiva

1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

Ω(b; γ; ~xn 	bs ~xm) =
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

∑
~k∈Ns0, ~k 6=~0

R(b;~γ;~k)bwal~k(~xn 	bs ~xm)

=
∑

~k∈Ns0, ~k 6=~0

R(b;~γ;~k)

[
1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

][
1

N

N−1∑
m=0

bwal~k(~xm)

]

=
∑

~k∈Ns0, ~k 6=~0

R(b;~γ;~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2

=

(
s∏

h=1

[
1 +

γh(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)

]
− 1

)
F 2
N (W(b);~γ; ξN ).

Koneqno se dobi toqnosta na ravenstvoto

F 2
N (W(b);~γ; ξN ) =

1∏s
h=1

[
1 + γh(b+2)

b(b+1)(b2+b+1)

]
− 1

1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

Ω(b; γ; ~xn 	bs ~xm),

so xto toqnosta na Teoremata 3.2 e napolno doka�ana.

3.3 Te�inska (W(b); γ)−dijafonija na Obopxte-

nata niza na Van der Korput

Od Definicijata 3.1 (za te�inska (W(b); γ)−dijafonija) e jasno

deka ocenite od gore i od dolu na (W(b); γ)−dijafonija na Obopxtenata

niza na Van der Korput ḱe se baziraat na soodvetnite ocenki od gore i

dolu na trigonometriskata suma na Volxovite funkcii vo odnos na op-

xtiot qlen na Obopxtenata niza na Van der Korput. Ocenkata od gore

na trigonometriskata suma na Volxovite funkcii vo odnos na opxtiot
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qlen na Obopxtenata niza na Van der Korput e dobiena od Grozdanov

i Stoilo-va [GrSt2]. Vo tekot na razrabotkite vo ovaa teza nie ḱe

go koristime ovoj rezultat, pa zatoa sega podetalno ḱe go izlo�ime.

Znaqi soglasno so tvrdeǌata vo [GrSt2] toqen e sledniot rezultat: Za

proizvolni celi broevi α ≥ 0 i ν > 0, neka e definirana funkcija δα(ν)

so

δα(ν) =

 1, ako α ≥ ν
0, ako α < ν.

(3.36)

Neka celiot broj N go ima sledniot zapis vo broen sistem so

osnova b :

N = a1b
ν1 + a2b

ν2 + . . .+ atb
νt ,

kade xto ν1 > ν2 > . . . > νt ≥ 0 i za 1 ≤ τ ≤ t aτ ∈ {1, 2, . . . , b− 1}. Neka k ≥ 1 e

proizvolen cel broj so sledniot zapis vo broen sistem so osnova b :

k = k1b
α1 + k2b

α2 + . . .+ kgb
αg , (3.37)

kade xto α1 > α2 > . . . > αg ≥ 0 i za 1 ≤ τ ≤ g kτ ∈ {1, 2, . . . , b − 1}. Togax e

toqno slednoto neravenstvo∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣ ≤
t∑

p=1

apb
νpδαg (νp). (3.38)

Za ponatamoxnite ista�uvaǌa i presmetuvaǌa vo ovaa teza ḱe ni

bide neophoden sledniot rezultat koj ḱe go izneseme vo oblik na lema:

Lema 3.6 Neka celiot broj N go ima sledniot zapis vo broen sistem

so osnova b :

N = a1b
ν1 + a2b

ν2 + . . .+ atb
νt , (3.39)

kade xto ν1 > ν2 > . . . > νt ≥ 0 i za 1 ≤ τ ≤ t aτ ∈ {1, 2, . . . , b−1}. Togax va�i
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slednoto neravenstvo

t∑
p=1

1

b2νp
≤ b2

b2 − 1

(
1− 1

b2N2

)

Dokaz na Lema 3.6.

Od uslovot (3.39) na lemata imame deka za eksponentite

ν1, ν2, . . . , νt se toqni slednite neravenstva ν1 > ν2 > . . . > νt−2 > νt−1 >

νt ≥ 0, od kade poedineqno za sekoj eksponent νj , 1 ≤ j ≤ t se dobiva

νt ≥ 0,

νt−1 > νt ≥ 0⇒ νt−1 ≥ 1

νt−2 > νt−1 > νt ≥ 0⇒ νt−2 ≥ 2
...

ν1 = νt−(t−1) ≥ t− 1.

Od prethodnata diskusija sleduva toqnosta na formulata

νp ≥ t− p, ∀p ∈ {1, . . . t}. (3.40)

Sega imame deka

t∑
p=1

1

b2νp
≤

t∑
p=1

1

b2(t−p) =
b2

b2 − 1

(
1− 1

b2t

)
. (3.41)

Od druga strana, od zapisot (3.39) sleduva deka N ≥ bν1 + bν2 + . . . + bνt ,

pa od formulata (3.40) se dobiva deka

N ≥ bνt−1 + bνt−2 + . . .+ b+ b0 ≥ bt

b− 1
. (3.42)

Od dobienoto neravenstvo N ≥ bt

b− 1
, sleduva deka bt ≤ (b − 1)N + 1 =
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bN −N + 1 ≤ bN, odnosno se dobi formulata:

bt ≤ bN. (3.43)

Od poslednoto neravenstvo imame deka

bt ≤ bN ⇒ 1

bt
≥ 1

bN
⇒ 1

b2t
≥ 1

(bN)2
⇒ − 1

b2t
≤ − 1

(bN)2
. (3.44)

Od (3.41) i od (3.44) se dobiva toqnosta na formulata:

t∑
p=1

1

b2νp
≤ b2

b2 − 1

(
1− 1

b2t

)
≤ b2

b2 − 1

(
1− 1

b2N2

)
,

so xto e doka�ana toqnosta na Lema 3.6.

3.4 Osnovni rezultati

Otkako doka�avme nekoi pomoxni rezultati, sega mo�e da premineme

kon formulacija na Teorema 3.3 vo koja e izlo�ena ocenka od gore na

te�inskata (W(b); γ)−dijafonija na Obopxtenata niza na Van der Kor-

put.

Teorema 3.3 Neka SΣ
b = (SΣ

b (n))n≥0 e proizvolna Obopxtena niza na Van

der Korput.

(i) Postoi pozitivna konstanta C(b), koja zavisi samo od

bazata b, taka xto ∀N ≥ 1, N ∈ Z te�inskata (W(b); γ)−dijafonija
FN (W(b); γ;SΣ

b ) na nizata SΣ
b go zadovoluva neravenstvoto

(NFN (W(b); γ;SΣ
b ))2 ≤ C(b)

(
1− 1

b2N2

)
.

(ii) (asimptotsko odnesuvaǌe) Za ∀N ≥ 1, N ∈ Z za te�inskata
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(W(b); γ)− dijafonija FN (W(b); γ;SΣ
b ) na nizata SΣ

b e toqno

FN (W(b); γ;SΣ
b ) ∈ O

(
1

N

)
.

Gornata granica na te�inskata (W(b); γ)−dijafonija FN (W(b); γ;SΣ
b ) na

nizata SΣ
b dadena vo Teorema 3.3 e dopolneta so dolna granica i toj

rezultat e pretstaven vo slednata teorema.

Teorema 3.4 Neka SΣ
b = (SΣ

b (n))n≥0 e proizvolna Obopxtena niza na Van

der Korput. Togax neravenstvoto

FN (W(b); γ;SΣ
b ) ≥

√
(b2 − 1)(b2 + b+ 1)

b3(b+ 2)

1

N

va�i za beskoneqno mnogu vrednosti na N od oblik N = bν + 1, kade xto

ν > 1 e proizvolen cel broj.

So Teorema 3.4 se dava toqniot red na golemina na te�inskata

(W(b); γ)− dijafonija na proizvolna Obopxtena niza na Van der Korput,

t.e. te�inskata (W(b); γ)− dijafonija na proizvolna Obopxtena niza na

Van der Korput ima toqen red na golemina O
(

1

N

)
.

Vo [GrSt1] i [GrSt2] avtorite imaat doka�ano deka dijafonijata

od red b na proizvolna Obopxtena niza na Van der Korput ima toqen

red na golemina od O
(√

logN

N

)
.

Sporedbata na dobienite toqni redovi na golemina na ovie dva

tipa na dijafonii - dijafonijata od red b i te�inskata (W(b); γ)− di-

jafonija na proizvolna Obopxtena niza na Van der Korput, zakluqu-

vame deka te�inskata (W(b); γ)− dijafonija ima pomal red na golemina

otkolku dijafonijata od red b na istata niza.

Ovde ḱe ja iska�eme slednata hipoteza:
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Obopxtenata niza na Van der Korput e eden klasiqen primer

na ednodimenzionalna niza so odliqno ramnomerno raspredeleni qlen-

ovi. Dijafonijata od red b na ovaa niza ima toqen red na golemina

O
(√

logN

N

)
, a te�inskata (W(b); γ)−dijafonija ima toqen red na gole-

mina O
(

1

N

)
. Naxata hipoteza e deka toj red na golemina O

(
1

N

)
e

najdobriot mo�en red na golemina i smetame deka ne e mo�no da se

konstruira nova numeriqka merka od tipot na dijafoniite, koja ḱe ima

red na golemina na te�neeǌe kon 0 podobar od O
(

1

N

)
. Vo taa smisla

te�inskata (W(b); γ)−dijafonija e verojatno edna od najotpimalnite

numeriqki karakteristiki vo smisla na pogore izlo�enite naxi ra-

suduvaǌa.

Zasega ova e samo hipoteza i nie nemame dokaz na toj silen

fakt. Osnovite za ovaa pretpostavka se baziraat vrz iskluqitelno

precizniot karakter na ocenkata od desno na trigonometriskata suma

na Volxovite funkcii vo odnos na Obopxtenata niza na Van der Ko-

rput. Spored napravenite presmetuvaǌa za naoǵaǌe na redot na gole-

mina O
(

1

N

)
, smetame deka nema da mo�at da se postignat podobri

rezultati (so eventualni definicii na novi tipovi dijafonii, za pres-

metuvaǌe na redot na golemina na Obopxtenata niza na Van der Kor-

put).

3.4.1 Dokaz na Teorema 3.3 i Teorema 3.4

Dokaz na Teorema 3.3.

Neka N ≥ 1 e proizvolen cel broj i neka γ > 0 e proizvolen realen

broj. Soglasno so Definicija 3.4, vo ednodimenzionalniot sluqaj go
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imame slednoto ravenstvo

γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
(NFN (W(b); γ;SΣ

b )2 =

∞∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

.

Toqno e slednoto ravenstvo

∞∑
k=1

ρ(b; γ; k) =

∞∑
a=1

b−1∑
ka−1=1

ρ(b; γ; ka−1b
a−1)

+

∞∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

ρ(b; γ; k). (3.45)

Ovaa xema ja voveduvame od priqina xto koeficientite ρ(b; γ; k)

se definirani zavisno od brojot na nenulti cifri na k vo zapisot vo

broen sistem so osnova b. Pa, prviot sobirok vo (3.45) odgovara na

onie broevi k koi imaat samo edna nenulta cifra vo zapisot vo broen

sistem so osnova b, a vtoriot sobirok odgovara na vrednostite na k za

koi vo nivniot zapis vo broen sistem so osnova b ima najmalku 2 nenulti

cifri. Sega od (3.45) se dobiva

γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
(NFN (W(b); γ;SΣ

b )2 =

=

∞∑
a=1

b−1∑
ka−1=1

γb−4a

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalka−1ba−1(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

+

∞∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

(γb−2a−2j + γb−4a)

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

= γ

∞∑
a=1

b−4a
b−1∑

ka−1=1

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalka−1ba−1(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

+γ

∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2



Osnovni rezultati 147

+γ

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

= γ(Σ1 + Σ2 + Σ3),

odnosno se dobiva ravenstvoto

γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
(N · FN (W(b); γ;SΣ

b )2 = γ(Σ1 + Σ2 + Σ3). (3.46)

Ḱe ja koristime slednata xema za sobiraǌe na elementi na si-

metriqna matrica [apq]
n
p,q=1

n∑
p=1

n∑
q=1

apq = 2

n∑
p=1

p∑
q=1

apq −
n∑
p=1

app. (3.47)

Na poqetok da ja ocenime sumata Σ1. Vo presmetkite za Σ1 e toqno

deka αg od (3.37) e indeksot na najdesnata nenulta cifra na k i αg = a−1,

pa od (3.38) sleduva deka

Σ1 =

∞∑
a=1

b−4a
b−1∑

ka−1=1

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalka−1ba−1(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

≤ (b− 1)

∞∑
a=1

b−4a
t∑

p=1

apb
νpδa−1(νp)

t∑
q=1

aqb
νqδa−1(νq). (3.48)

Od (3.47) i (3.48) sleduva

Σ1 ≤ (b− 1)

∞∑
a=1

b−4a

[
2

t∑
p=1

p∑
q=1

apaqb
νp+νqδba−1(νp)δba−1(νq)−

t∑
p=1

a2
pb

2νpδba−1(νp)

]
.

Ako vo posledniot izraz za vrednostite na ap i aq se iskoristat nera-
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venstvata 1 ≤ ap, aq ≤ b− 1, ∀p, q ∈ {1, . . . , t}, togax sleduva

Σ1 ≤ 2(b− 1)3
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑
a=1

b−4aδa−1(νp)δa−1(νq)

−(b− 1)
t∑

p=1

b2νp
∞∑
a=1

b−4aδa−1(νp)

(3.49)

Soglasno so definicijata (3.36) na funkcijata δ(·) imame deka δa−1(νp) =

1 ⇐⇒ a−1 ≥ νp ⇐⇒ a ≥ νp+1⇒ a ≥ νq+1, bidejḱi q ≤ p⇒ νq ≤ νp. Toj fakt
ḱe go iskoristime za da vrednostite na sumiraqkiot indeks a vo (3.49)

primaat vrednosti a ≥ νq + 1 i ḱe gi izostavime vrednostite 1 ≤ a ≤ νq

za koi soodvetnite sobiroci ḱe dobijat vrednost 0. Od prethodnata

diskusija sleduva

Σ1 ≤ 2(b− 1)3
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑

a=νq+1

b−4a − (b− 1)

t∑
p=1

b2νp
∞∑

a=νp+1

b−4a

=
2(b− 1)2

(b+ 1)(b2 + 1)

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq − 1

(b+ 1)(b2 + 1)

t∑
p=1

b−2νp . (3.50)

Za sumata
p∑
q=1

b−3νq ne e texko da se doka�e deka va�i slednoto neraven-

stvo
p∑
q=1

b−3νq ≤ b3

b3 − 1
b−3νp . (3.51)

Od (3.50) i (3.51) za Σ1 sleduva

Σ1 ≤
2(b− 1)2b3

(b+ 1)(b2 + 1)(b3 − 1)

t∑
p=1

b−2νp − 1

(b+ 1)(b2 + 1)

t∑
p=1

b−2νp

=
2b4 − 2b3 − b2 − b− 1

(b+ 1)(b2 + 1)(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp ,
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odnosno se dobiva rezultatot

Σ1 ≤ C1(b)

t∑
p=1

b−2νp , (3.52)

kade xto C1(b) =
2b4 − 2b3 − b2 − b− 1

(b+ 1)(b2 + 1)(b2 + b+ 1)
.

Na sliqen naqin ḱe napravime ocenka na Σ2, no prethodno ḱe ja

izlo�ime idejata za sumiraǌeto po indeksot k vo Σ2. Potoqno, vo Σ2

indeksot k e takov xto k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1 + . . . + k0 t.e. zapisot vo

broen sistem so osnova b na k sodr�i barem 2 nenulti cifri ka−1 i kj−1

za nekoi a i j takvi xto 0 ≤ j − 1 < a − 1 t.e. za nekoi a i j taka xto

1 ≤ j < a.

Vo ponatamoxnite ispituvaǌa, va�na uloga ḱe ima faktot dali

brojot k ima toqno 2 nenulti cifri ka−1 i kj−1 (i togax soglasno so

zapisot (3.36) na k ḱe va�i deka αg = j + 1), ili pokraj ovie 2 nenulti

cifri vo zapisot na k vo broen sistem so osnova b ima barem uxte edna

nenulta cifra. Zaradi toa ḱe definirame mno�estva B(j;α) na sledniot

naqin: Za proizvolen cel broj j ≥ 2 i za α = 0, 1, . . . , j−2 neka definirame

mno�estvo

B(j;α) = {l : l = lj−2b
j−2 + . . .+ lαb

α, α ≤ τ ≤ j − 2 lτ ∈ {0, 1, . . . , b− 1}, lα 6= 0}.
(3.53)

Jasno e deka za kardinalnosta na B(j;α) va�i |B(j;α)| = (b − 1)bj−2−α.

Imeno, mno�estvoto B(j;α) se sostoi od site onie prirodni broevi so

najmnogu j − 1 cifri, koi na svojot desen kraj imaat blok od toqno α

nuli. Ovaa konstrukcija na B(j;α) e neophodna i zaradi toa xto treba

toqno da ja znaeme αg, pozicijata na najdesnata nenulta cifra na k. Ovde

e toqna slednata formula (∀k ∈ B(j;α)) : αg = α.
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Primer za mno�estva B(j;α), za b = 3 i j = 4 :

α = 0 :

B(4; 0) = {1, 2, 11, 12, 21, 22, 101, 102, 111, 112, 121, 122, 201, 202, 211, 212, 221, 222}
α = 1 : B(4; 1) = {10, 20, 110, 120, 210, 220}
α = 2 : B(4; 2) = {100, 200}.

Otkako gi vovedovme mno�estvata B(j;α), ḱe ja iskoristime sled-

nata xema za sumiraǌe:

Σ2 =

∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

=

∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalka−1ba−1+kj−1bj−1(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

+

j−2∑
α=0

∑
l∈B(j;α)

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalka−1ba−1+kj−1bj−1+l(S
Σ
b (n))

∣∣∣∣∣
2
 .

(3.54)

Ponatamu za slednata suma imame deka:

j−2∑
α=0

∑
l∈B(j;α)

1 =

j−2∑
α=0

(b− 1)bj−2−α = (b− 1)

j−2∑
h=0

bh = bj−1 − 1. (3.55)

Od formulata (3.38) sleduva neravenstvoto za Σ2 od oblik

Σ2 ≤
∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

[
t∑

p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδj−1(νp)δj−1(νq)

+

j−2∑
α=0

∑
l∈B(j;α)

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδα(νp)δα(νq)


=

∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδj−1(νp)δj−1(νq)
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+

∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

j−2∑
α=0

∑
l∈B(j;α)

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδα(νp)δα(νq)

= Σ21 + Σ22,

t.e. se dobiva formulata

Σ2 ≤ Σ21 + Σ22. (3.56)

Da gi ocenime posebno ovie dve sumi. Za ocenka na Σ21, trgnuvajḱi od

xemata za simetriqnata matrica (3.47) i od neravenstvata: 1 ≤ ap, aq ≤
b− 1, ∀p, q ∈ {1, . . . , t}, imame deka:

Σ21 =

∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδj−1(νp)δj−1(νq)

= (b− 1)2
∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−2j

[
2

t∑
p=1

p∑
q=1

apaqb
νp+νqδj−1(νp)δj−1(νq)−

t∑
p=1

a2
pb

2νpδj−1(νp)

]

≤ 2(b− 1)4
∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−2j
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνqδj−1(νp)δj−1(νq)

−(b− 1)2
∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−2j
t∑

p=1

b2νpδj−1(νp)

= 2(b− 1)4
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−2jδj−1(νp)δj−1(νq)

−(b− 1)2
t∑

p=1

b2νp
∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−2jδj−1(νp).

(3.57)

Sliqno na diskusijata za Σ1, sobirocite vo posledniot izraz

koi odgovaraat na sumiraqkiot indeks a ḱe imaat vrednost 0, ako j−1 <

νp ili j − 1 < νq poradi toa xto δj−1(νp) = 0 ili δj−1(νq) = 0. Nas ne

interesiraat vrednosti na indeksot a za koi δj−1(νp) 6= 0 i δj−1(νq) 6= 0, a

toa ḱe va�i ako j − 1 ≥ νp i j − 1 ≥ νq, od kade sleduva a− 1 ≥ j ⇒ (a− 2 ≥
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j − 1 ≥ νp, a− 2 ≥ j − 1 ≥ νq), odnosno

q ≤ p⇒ νp ≤ νq ⇒ a ≥ νq + 2 ≥ νp + 2. (3.58)

Soglasno so prethodnata diskusija imame:

Σ21 ≤ 2(b− 1)4
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑

a=νq+2

b−2a
a−1∑

j=νq+1

b−2j

−(b− 1)2
t∑

p=1

b2νp
∞∑

a=νp+2

b−2a
a−1∑

j=νp+1

b−2j .

Da ja presmetame sumata
∑a−1
j=νp+1 b

−2j , koja e suma na geometriska pro-

gresija:
a−1∑

j=νp+1

b−2j =
1− b−2(a−νp−1)

b2νp(b2 − 1)
(3.59)

Sega od (3.59) za Σ21 imame

Σ21 ≤ 2(b− 1)4
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑

a=νq+2

b−2a
a−1∑

j=νq+1

b−2j

−(b− 1)2
t∑

p=1

b2νp
∞∑

a=νp+2

b−2a 1− b−2(a−νp−1)

b2νp(b2 − 1)

= 2
(b− 1)4

b2 − 1

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

bνq−2νq

∞∑
a=νq+2

b−2a

+
(b− 1)2b2

b2 − 1

t∑
p=1

b2νp
∞∑

a=νp+2

b−4a − (b− 1)2

b2 − 1

t∑
p=1

b2νp−2νp

∞∑
a=νp+2

b−2a.

(3.60)

Od druga strana za slednite geometriski redovi imame

∞∑
a=νq+2

b−2a =
b−2νq

b2(b2 − 1)
i

∞∑
a=νp+2

b−4a =
b−4νp

b4(b4 − 1)
, (3.61)
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pa od (3.60) i (3.61) za Σ21 imame

Σ21 ≤ 2
(b− 1)2

b2(b+ 1)2

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq

+
1

(b+ 1)2b2(b2 + 1)

t∑
p=1

b−2νp − 1

(b+ 1)2b2

t∑
p=1

b−2νp

= 2
(b− 1)2

b2(b+ 1)2

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq − 1

(b2 + 1)(b+ 1)2

t∑
p=1

b−2νp .

(3.62)

Za da ja ocenime sumata
∑p
q=1 b

−3νq ḱe gi koristime slednite neravenstva

ν1 > ν2 . . . > νp ⇒ b3ν1 > b3ν2 . . . > b3νp ⇒ b−3ν1 < b−3ν2 . . . < b−3νp ,

xto povlekuva deka

p∑
q=1

b−3νq ≤ b−3νp + b−3(νp+1) + b−3(νp+2) + . . .+ b−3ν1 <

∞∑
q=p

b−3νq =
b−3νpb3

b3 − 1
(3.63)

Od (3.62) i (3.63) za Σ21 imame

Σ21 ≤
2b4 − 2b3 + b2 − 3b− 1

(b2 + 1)(b+ 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp . (3.64)

Otkako napravivme ocena od desno za Σ21, sega ḱe pristapime kon ocenu-

vaǌe na sumata Σ22, na naqin i tehnika sliqni na onie koi gi primenivme

za ocenuvaǌe na Σ21. Trgnuvajḱi od xemata za simetriqnata matrica,

od neravenstvoto (3.38) i od definicijata na mno�estvata B(j;α), za Σ22
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imame

Σ22 =

∞∑
a=2

b−2a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

j−2∑
α=0

∑
l∈B(j;α)

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδα(νp)δα(νq)

= (b− 1)2
∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−2j

j−2∑
α=0

(b− 1)bj−2−α×[
2

t∑
p=1

p∑
q=1

apaqb
νp+νqδα(νp)δα(νq)−

t∑
p=1

a2
pb

2νpδα(νp)

]

= 2
(b− 1)3

b2

∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−j
j−2∑
α=0

b−α
t∑

p=1

p∑
q=1

apaqb
νp+νqδα(νp)δα(νq)

− (b− 1)3

b2

∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−j
j−2∑
α=0

b−α
t∑

p=1

a2
pb

2νpδα(νp).

(3.65)

Koristejḱi gi neravenstvata 1 ≤ ap, aq ≤ b − 1, ∀p, q ∈ {1, . . . , t}, za Σ22

sleduva

Σ22 ≤ 2
(b− 1)5

b2

∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−j
j−2∑
α=0

b−α
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνqδα(νp)δα(νq)

− (b− 1)3

b2

∞∑
a=2

b−2a
a−1∑
j=1

b−j
j−2∑
α=0

b−α
t∑

p=1

b2νpδα(νp).

Spored definicijata na funkcijata δα(·) vo ponatamoxnite presmetki

ḱe gi zememe samo sobirocite vo Σ22 za koi soodvetniot mno�itel δα(·)
ima vrednost 1, a toa znaqi:

{δα(νp) = 1 ⇐⇒ α ≥ νp, δα(νq) = 1 ⇐⇒ α ≥ νq, (q ≤ p ⇐⇒ νq ≥ νp)⇒

(δα(νq) = 1⇒ δα(νp) = 1)} ⇒ {a− 1 ≥ j ≥ νq + 2⇒ a ≥ νq + 3} .
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Od prethodnata diskusija sleduva:

Σ22 ≤
2(b− 1)5

b2

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑

a=νq+3

b−2a
a−1∑

j=νq+2

b−j
j−2∑
α=νq

b−α

− (b− 1)3

b2

t∑
p=1

b2νp
∞∑

a=νp+3

b−2a
a−1∑

j=νp+2

b−j
j−2∑
α=νp

b−α.

Od slednite formuli

j−2∑
α=νp

b−α =
b

b− 1
(b−νp − b1−j) i

j−2∑
α=νq

b−α <

∞∑
α=νq

b−α =
b1−νq

b− 1

sleduva

Σ22 ≤
2(b− 1)4

b

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

∞∑
a=νq+3

b−2a
a−1∑

j=νq+2

b−j

+(b− 1)2
t∑

p=1

b2νp
∞∑

a=νp+3

b−2a
a−1∑

j=νp+2

b−2j − (b− 1)2

b

t∑
p=1

bνp
∞∑

a=νp+3

b−2a
a−1∑

j=νp+2

b−j

(3.66)

Sega oddelno ḱe gi presmetame ili ocenime od desno sumite koi se

javuvaat za Σ22 vo posledniot izraz:

a−1∑
j=νq+2

b−j <

∞∑
j=νq+2

b−j =
b−νq

b(b− 1)
; (3.67)

a−1∑
j=νp+2

b−2j <

∞∑
j=νp+2

b−2j =
b−2νp

b2(b2 − 1)
; (3.68)

a−1∑
j=νp+2

b−j =
b−νp

b(b− 1)
− b1−a

b− 1
. (3.69)
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Sega za (3.66) od (3.67), (3.68) i (3.69) sleduva

Σ22 ≤
2(b− 1)3

b2

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−νq
∞∑

a=νq+3

b−2a +
b− 1

b2(b+ 1)

t∑
p=1

∞∑
a=νp+3

b−2a

+(b− 1)

t∑
p=1

bνp
∞∑

a=νp+3

b−3a − b− 1

b2

t∑
p=1

bνp−νp
∞∑

a=νp+3

b−2a. (3.70)

Ḱe gi presmetame oddelnite sumi vo (3.70):

∞∑
a=νp+3

b−2a =
1

b4(b2 − 1)
b−2νp ,

∞∑
a=νq+3

b−2a =
1

b4(b2 − 1)
b−2νq ,

∞∑
a=νp+3

b−3a =
1

b6(b3 − 1)
b−3νp ,

od kade za (3.70) se dobiva

Σ22 <
2(b− 1)3

b2

t∑
p=1

b−νp
p∑
q=1

bνq
b−2νq

b4(b2 − 1)
+

b− 1

b2(b+ 1)

1

b4(b2 − 1)

t∑
p=1

b−2νp

+
b− 1

b6(b3 − 1)

t∑
p=1

bνp−3νp − b− 1

b2

t∑
p=1

b−2νp

b4(b2 − 1)

=
2(b− 1)2

b6(b+ 1)

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq +
1

b6(b+ 1)2

t∑
p=1

b−2νp +
1

b6(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp

− 1

b6(b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp

=
2(b− 1)2

b6(b+ 1)

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq +

t∑
p=1

b−2νp
1

b6
(

1

(b+ 1)2
+

1

b2 + b+ 1
− 1

b+ 1
)

=
2(b− 1)2

b6(b+ 1)

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq +
−b3 + b+ 1

b6(b+ 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp

(3.71)
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Da ja ocenime sumata
p∑
q=1

b−3νq vo (3.71). Ḱe ja iskoristime formulata

(3.63) od kade sleduva deka

p∑
q=1

b−3νq <
b3

b3 − 1
b−3νp ,

pa za (3.71) imame

Σ22 <
2(b− 1)2

b6(b+ 1)

t∑
p=1

bνp
b3

b3 − 1
b−3νp +

−b3 + b+ 1

b6(b+ 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp

=
2(b− 1)

b3(b2 + b+ 1)(b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp +
−b3 + b+ 1

b6(b+ 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp

=
2b5 − 3b3 + b+ 1

b6(b+ 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp ,

t.e. se dobi rezultatot

Σ22 <
2b5 − 3b3 + b+ 1

b6(b+ 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp . (3.72)

Za Σ2 od (3.56), (3.64) i (3.72) imame

Σ2 <

(
2b4 − 2b3 + b2 − 3b− 1

(b+ 1)2(b2 + b+ 1)(b2 + 1)
+

2b5 − 3b3 + b+ 1

b6(b+ 1)2(b2 + b+ 1)

) t∑
p=1

b−2νp

=
2b10 − 2b9 + b8 − b7 − b6 − b5 − 2b3 + b2 + b+ 1

b6(b+ 1)2(b2 + 1)(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp

ili

Σ2 < C2(b)

t∑
p=1

b−2νp , (3.73)
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kade xto

C2(b) =
2b10 − 2b9 + b8 − b7 − b6 − b5 − 2b3 + b2 + b+ 1

b6(b+ 1)2(b2 + 1)(b2 + b+ 1)
.

Ostanuva da se napravi ocenka od desno za Σ3. Sosema na sliqen naqin

kako i pri razrabotkite za Σ2, ovde ḱe gi koristime mno�estvata B(j;α),

za α = 0, 1, . . . , j−2, definirani so (3.53) kako i xemata (3.54) za sumiraǌe

po indeksot k, pa sleduva deka

Σ3 =

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

=

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1


∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalka−1ba−1+kj−1bj−1(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

+

j−2∑
α=0

∑
e∈B(j;α)

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalka−1ba−1+kj−1bj−1+l(S
Σ
b (n))

∣∣∣∣∣
2


=

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalka−1ba−1+kj−1bj−1(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

+

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

j−2∑
α=0

∑
e∈B(j;α)

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalka−1ba−1+kj−1bj−1+l(S
Σ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

.

(3.74)

Od formulite (3.74) i (3.38), kade xto e pretstavena ocenka na trigono-

metriskata suma, za Σ3 se dobiva

Σ3 ≤
∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδj−1(νp)δj−1(νq)

+

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

j−2∑
α=0

∑
e∈B(j;α)

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδα(νp)δα(νq)

= Σ31 + Σ32,
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odnosno se dobi formulata

Σ3 ≤ Σ31 + Σ32. (3.75)

Posebno ḱe napravime ocenka od desno za Σ31 i Σ32, pri xto na poqetok

ḱe ja koristime xemata za simetriqnata matrica izlo�ena vo (3.47).

Σ31 =

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδj−1(νp)δj−1(νq)

= (b− 1)2
∞∑
a=2

b−4a
a−1∑
j=1

(
2

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδj−1(νp)δj−1(νq)−

t∑
p=1

a2
pb

2νpδj−1(νp)

)
.

Od neravenstvata 1 ≤ ap, aq ≤ b− 1,∀p, q ∈ {1, . . . , t} sleduva

Σ31 ≤ 2(b− 1)4
∞∑
a=2

b−4a
a−1∑
j=1

t∑
p=1

p∑
q=1

bνp+νqδj−1(νp)δj−1(νq)

−(b− 1)2
∞∑
a=2

b−4a
a−1∑
j=1

t∑
p=1

b2νpδj−1(νp).

Da napravime analiza na vrednostite na funkcijata δj−1(·).

δj−1(νp) = 1 ⇐⇒ j − 1 ≥ νp ⇐⇒ j ≥ νp + 1⇒ a > j ≥ νp + 1⇒ a ≥ νp + 2,

δj−1(νq) = 1 ⇐⇒ j−1 ≥ νq ⇐⇒ j ≥ νq+1 ≥ νp+1⇒ j ≥ νp+1 ⇐⇒ δj−1(νp) = 1.

Od gornata analiza za Σ31 se dobiva

Σ31 ≤ 2(b− 1)4

q∑
p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑

a=νq+2

b−4a
a−1∑

j=νq+1

1

−(b− 1)2
t∑

p=1

b2νp
∞∑

a=νp+2

b−4a
a−1∑

j=νp+1

1
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= 2(b− 1)4
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑

a=νq+2

b−4a(a− νq − 1)

−(b− 1)2
∑t
p=1 b

2νp
∑∞
a=νp+2 b

−4a(a− νp − 1).

(3.76)

Treba da se presmeta sumata
∑∞
a=νp+2 b

−4a(a − νp − 1). Ako stavime nova

promenliva h = a− νp − 1, togax a = h+ νp + 1 i

a = νp + 2⇒ h = 1 i a→ +∞⇒ h→ +∞ i b−4a = b−4(νp+1)b−4h =
b−4νp

b4
b−4h,

pa sleduva
∞∑

a=νp+2

(a− νp − 1)b−4a =
b−4νp

b4

∞∑
h=1

hb−4h. (3.77)

Sledna zadaqa e da se presmeta sumata

∞∑
h=1

hb−4h.

Neka za x < −1 ja razgledame funkcijata

f(x) =

∞∑
a=1

bax. (3.78)

Spored uslovot x < −1 imame deka gorniot red e konvergenten i negovata

suma e

f(x) =
bx

1− bx
.

Imeno, za x < −1, opxtiot qlen bax na redot (3.78) e ograniqen od desna

strana so 1
ba , pa od toa xto geometriskiot red

∞∑
a=1

1

ba
e konvergenten

broen red, togax soglasno so Kriteriumot na Vaerxtras, redot
∞∑
a=1

bax

e ramnomerno konvergenten za x < −1 i toj mo�e da se diferencira qlen

po qlen. Toj rezultat ḱe go iskoristime vo prodol�enie, pa sleduva
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f ′(x) = (
bx

1− bx
)′ =

bx ln b

(1− bx)2
. (3.79)

Od druga strana, ako qlen po qlen go diferencirame redot
∞∑
a=1

bax, za

f ′(x) imame

f ′(x) =

∞∑
a=1

(bax)′ = ln b

∞∑
a=1

abax,

od kade so koristeǌe na (3.79) sleduva deka

∞∑
a=1

abax =
bx

(1− bx)2
,

pa ako stavime x = −4 sleduva deka

∞∑
a=1

ab−4a =
b4

(b4 − 1)2
. (3.80)

Od (3.77) i (3.80) sleduva deka

∞∑
a=νp+2

(a− νp − 1)b−4a =
b−4νp

b4
b4

(b4 − 1)2
=

b−4νp

(b4 − 1)2
. (3.81)

Od (3.76) i (3.81) imame

Σ31 ≤ 2(b− 1)4
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
b−4νq

(b4 − 1)2
− (b− 1)2

t∑
p=1

b2νp
b−4νp

(b4 − 1)2

=
2(b− 1)2

(b+ 1)2(b2 + 1)2

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq − 1

(b+ 1)2(b2 + 1)2

t∑
p=1

b−2νp .

Od (3.63) imame
p∑
q=1

b−3νq <
b3

b3 − 1
b−3νp ,
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pa sleduva

Σ31 <
2(b− 1)2

(b+ 1)2(b2 + 1)2

t∑
p=1

b−2νp
b3

b3 − 1
− 1

(b+ 1)2(b2 + 1)2

t∑
p=1

b−2νp

=

(
2(b− 1)b3

(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)
− 1

(b+ 1)2(b2 + 1)2

) t∑
p=1

b−2νp

=
2b4 − 2b3 − b2 − b− 1

(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp ,

t.e. go dobivme sledniot rezultat:

Σ31 <
2b4 − 2b3 − b2 − b− 1

(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp (3.82)

Sleduva ocenka od desno za sumata Σ32, spored sliqni analizi koi bea

napraveni za sumite Σ31 i Σ2 :

Σ32 =

∞∑
a=2

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

j−2∑
α=0

∑
e∈B(j;α)

t∑
p=1

t∑
q=1

apaqb
νp+νqδα(νp)δα(νq)

= (b− 1)2
∞∑
a=2

b−4a
a−1∑
j=1

j−2∑
α=0

∑
e∈B(j;α)

(
2

t∑
p=1

p∑
q=1

apaqb
νp+νqδα(νp)δα(νq)−

t∑
p=1

a2
pb

2νpδα(νp)

)

= 2(b− 1)2
∞∑
a=2

b−4a
a−1∑
j=1

j−2∑
α=0

∑
e∈B(j;α)

t∑
p=1

p∑
q=1

apaqb
νp+νqδα(νp)δα(νq)

−(b− 1)2
∞∑
a=2

b−4a
a−1∑
j=1

j−2∑
α=0

∑
e∈B(j;α)

t∑
p=1

a2
pb

2νpδα(νp)

≤ 2(b− 1)4
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑
a=2

b−4a
a−1∑
j=1

j−2∑
α=0

∑
e∈B(j;α)

δα(νp)δα(νq)

−(b− 1)2
t∑

p=1

b2νp
∞∑
a=2

b−4a
a−1∑
j=1

j−2∑
α=0

∑
e∈B(j;α)

δα(νp).
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Spored definicijata na funkcijata δα(·) imame

δα(νp) = 1 ⇐⇒ νp ≤ α ≤ j − 2⇒ νp ≤ j − 2 ≤ a− 3⇒ a ≥ νp + 3, j ≥ νp + 2,

i

q ≤ p⇒ νq ≥ νp ⇒ (δα(νq) = 1⇒ δα(νp) = 1),

od kade sleduva

Σ32 < 2(b− 1)4
t∑

p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑

a=νq+3

b−4a
a−1∑

j=νq+2

j−2∑
α=νq

(b− 1)bj−2−α

−(b− 1)2
t∑

p=1

b2νp
∞∑

a=νp+3

b−4a
a−1∑

j=νp+2

j−2∑
α=νp

(b− 1)bj−2−α

=
2(b− 1)5

b2

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑

a=νp+3

b−4a
a−1∑

j=νq+2

bj
j−2∑
α=νq

b−α

− (b− 1)3

b2

t∑
p=1

b2νp
∞∑

a=νp+3

b−4a
a−1∑

j=νp+2

bj
j−2∑
α=νp

b−α

Od
j−2∑
α=νp

b−α =
b

b− 1
b−νp − b2

b− 1
b−j <

b

b− 1
b−νp

sleduva deka

Σ32 <
2(b− 1)5

b2(b− 1)
b

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

bνq−νq
∞∑

a=νq+3

b−4a
a−1∑

j=νq+2

bj

− (b− 1)3

b2
b

b− 1

t∑
p=1

b2νp
∞∑

a=νp+3

b−4a
a−1∑

j=νp+2

bj(b−νp − bb−j)

=
2(b− 1)4

b

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

∞∑
a=νq+3

b−4a
a−1∑

j=νq+2

bj

+
(b− 1)2

b
b

t∑
p=1

b2νp
∞∑

a=νp+3

b−4a
a−1∑

j=νp+2

1− (b− 1)2

b

t∑
p=1

b2νp−νp
∞∑

a=νp+3

b−4a
a−1∑

j=νp+2

bj
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= 2(b−1)4

b

∑t
p=1 b

νp
∑p
q=1

∑∞
a=νq+3 b

−4a( ba

b−1 −
b2

b−1b
νq )

+(b− 1)2
t∑

p=1

b2νp
∞∑

a=νp+3

b−4a(a− νp − 2)− (b− 1)2

b

t∑
p=1

bνp
∞∑

a=νp+3

b−4a(
ba

b− 1
− b2

b− 1
bνp)

=
2(b− 1)3

b

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

∞∑
a=νq+3

b−3a − 2(b− 1)3

1
b

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

bνq
∞∑

a=νp+3

b−4a

+(b− 1)2
t∑

p=1

bνp
∞∑

a=νp+3

b−4a(a− νp − 2)− (b− 1)

b

t∑
p=1

bνp
∞∑

a=νp+3

b−3a

+b(b− 1)

t∑
p=1

b2νp
∞∑

a=νp+3

b−4a

(3.83)

Za da ja presmetame sumata
∞∑

a=νp+3

(a−νp−2)b−4a ḱe ja koristime formulata

(3.81):
∞∑

a=νp+2

(a− νp − 1)b−4a =
b−4νp

(b4 − 1)2
,

od kade sleduva

∞∑
a=νp+3

(a− νp − 2)b−4a + (νp + 2− νp − 2)b−4(νp+2) =

∞∑
a=νp+2

(a− νp − 2)b−4a

=

∞∑
a=νp+2

(a− νp − 1)b−4a −
∞∑

a=νp+2

b−4a =
b−4νp

(b4 − 1)2
− b4νp

b4(b4 − 1)
=

b−4νp

(b4 − 1)2b4
,

t.e. se dobi formulata

∞∑
a=νp+3

(a− νp − 2)b−4a =
b−4νp

(b4 − 1)2b4
. (3.84)

Ponatamu gi presmetuvame slednite geometriski sumi:

∞∑
a=νp+3

b−3a =
b−3νp

b6(b3 − 1)
i

∞∑
a=νp+3

b−4a =
b−4νp

b8(b4 − 1)
(3.85)
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pa od (3.83), (3.84) i (3.85) sleduva:

Σ32 < 2
(b− 1)3

b

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq

b6(b3 − 1)
− 2

(b− 1)3b

b8(b4 − 1)

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

bνq−4νq

+
(b− 1)2

(b4 − 1)2b4

t∑
p=1

b2νp−4νp − (b− 1)

b7(b3 − 1)

t∑
p=1

bνp−3νp +
b(b− 1)

b8(b4 − 1)

t∑
p=1

b2νp−4νp

=
2(b− 1)2

b7(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq − 2(b− 1)2

b7(b+ 1)(b2 + 1)

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq

+
1

(b+ 1)2(b2 + 1)2b4

t∑
p=1

b−2νp − 1

b7(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp

+
1

b7(b+ 1)(b2 + 1)

t∑
p=1

b−2νp

=

(
2(b− 1)2

b7(b2 + b+ 1)
− 2(b− 1)2

b7(b+ 1)(b2 + 1)

) t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq

+

(
1

(b+ 1)2(b2 + 1)2b4
− 1

b7(b2 + b+ 1)
+

1

b7(b+ 1)(b2 + 1)

) t∑
p=1

b−2νp

=
2(b− 1)2b3

b7(b2 + b+ 1)(b+ 1)(b2 + 1)

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq

− 1

b(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp

=
2(b− 1)2

(b2 + b+ 1)b4(b+ 1)(b2 + 1)

t∑
p=1

bνp
p∑
q=1

b−3νq

− 1

b(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp .

Sega od (3.63) imame

p∑
q=1

b−3νq <
b3b−3νp

b3 − 1
,
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pa

Σ32 <
2(b− 1)2

(b2 + b+ 1)b4(b+ 1)(b2 + 1)

b3

b3 − 1

t∑
p=1

b−2νp

− 1

b(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)

t∑
p=1

b−2νp ,

t.e. se dobi slednata ocena za Σ32 :

Σ32 <
2b4 − b2 − b− 3

b(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)2

t∑
p=1

b−2νp . (3.86)

Od (3.75), (3.82) i (3.86) za Σ3 se dobiva

Σ3 <

(
2b4 − 2b3 − b2 − b− 1

(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)
+

2b4 − b2 − b− 3

b(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)2

t∑
p=1

b−2νp

)
,

t.e.

Σ3 <
2b7 − b5 − 2b4 − 3b3 − 3b2 − 2b− 3

b(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)2

t∑
p=1

b−2νp = C3(b)

t∑
p=1

b−2νp , (3.87)

kade xto

C3(b) =
2b7 − b5 − 2b4 − 3b3 − 3b2 − 2b− 3

b(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)2
.

Koneqno od (3.46), (3.52), (3.73) i (3.87) imame

Σ1 + Σ2 + Σ3 < [C1(b) + C2(b) + C3(b)]

t∑
p=1

b−2νp ,

od kade spored Lema 3.6 sleduva rezultatot:

Σ1 + Σ2 + Σ3 < C0(b)

t∑
p=1

b−2νp ≤ C0(b)
b2

b2 − 1

(
1− 1

b2N2

)
,
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kade xto

C0(b) =
2b15 + 4b14 + b13 + 2b12 − 10b11 − 11b10 − 17b9 − 12b8 − 12b7 − 6b6 − 6b5

b6(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)2

+
2b4 + 2b3 + 4b2 + 2b+ 1

b6(b+ 1)2(b2 + 1)2(b2 + b+ 1)2
(3.88)

Koneqno od (3.45), (3.46) i (3.88) imame

γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
(NFN (W(b); γ;SΣ

b ))2 < C0(b)
γb2

b2 − 1

(
1− 1

b2N2

)
,

a od tuka sleduva

(NFN (W(b); γ;SΣ
b ))2 < C0(b)

b3(b2 + b+ 1)

(b− 1)(b+ 2)

(
1− 1

b2N2

)
,

odnosno

(NFN (W(b); γ;SΣ
b ))2 < C(b)

(
1− 1

b2N2

)
,

kade xto

C(b) = C0(b)
b3(b2 + b+ 1)

(b− 1)(b+ 2)
,

so xto e doka�an delot (i) od Teorema 3.3. (ii) Za da go doka�eme tvr-

deǌeto deka za ∀N ≥ 1, N ∈ Z va�i

FN (W(b); γ;SΣ
b ) ∈ O

(
1

N

)
,

ḱe trgneme od rezultatot dobien vo (i) na ovaa teorema, pa imame

(NFN (W(b); γ;SΣ
b ))2 < C(b)

(
1− 1

b2N2

)
< C(b),

od kade sleduva deka

NFN (W(b); γ;SΣ
b ) <

√
C(b),
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odnosno

FN (W(b); γ;SΣ
b ) <

√
C(b)

1

N
,

t.e. koneqno dobivme deka za ∀N ≥ 1, N ∈ Z e toqno FN (W(b); γ;SΣ
b ) ∈

O
(

1

N

)
. So toa kompletno go zavrxivme dokazot za Teorema 3.3.

Dokaz na Teorema 3.4.

Ako trgneme od definicijata na te�inskata (W(b); γ)−dijafonija
i ako za N zememe proizvolen cel broj od oblikot N = bν + 1, kade xto

ν > 1 e proizvolen cel broj, togax sleduva

γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
(NFN (W(b); γ;SΣ

b )2 =

∞∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

≥
b−1∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣
bν∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

=

b−1∑
k=1

γb−4

∣∣∣∣∣
bν∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

,

pri xto e iskoristeno deka za 1 ≤ k ≤ b− 1 va�i

ρ(b; γ; k) = γb−4. (3.89)

Neka ν ≥ 2 i 1 ≤ k ≤ b − 1 bidat proizvolni celi broevi. Za sumata∑bν

n=0 bwalk(SΣ
b (n)) ḱe go iskoristime pretstavuvaǌeto

bν∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n)) =

bν−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n)) + bwalk(SΣ

b (bν)). (3.90)

Spored formulata (3.38) za 1 ≤ k ≤ b − 1 imame deka t = 1 i αg = 0, pa

sleduva deka

0 ≤

∣∣∣∣∣
bν−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣ ≤ δαg (ν) = 0,
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odnosno se dobi rezultatot∣∣∣∣∣∣
bν−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.91)

Ponatamu imame deka
∣∣
bwalk(SΣ

b (bν))
∣∣ = 1, pa od (3.89) i (3.91) se dobiva

deka ∣∣∣∣∣
bν∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣ = 1. (3.92)

Sega soglasno so (3.89) i (3.92) sleduva deka

γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
(NFN (W(b); γ;SΣ

b )2 ≥
b−1∑
k=1

γb−4

∣∣∣∣∣
bν∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣
2

=

b−1∑
k=1

γb−4 =
γ(b− 1)

b4
.

Koneqno se dobi deka

(NFN (W(b); γ;SΣ
b )2 ≥ (b2 − 1)(b2 + b+ 1)

b3(b+ 2)

od kade sleduva deka neravenstvoto

FN (W(b); γ;SΣ
b ) ≥

√
(b2 − 1)(b2 + b+ 1)

b3(b+ 2)

1

N

e toqno za beskoneqno mnogu vrednosti na N od oblik N = bν + 1, kade

xto ν > 1 e proizvolen cel broj, so xto Teorema 3.4 e doka�ana celosno.
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3.5 Softverska verifikacija na osnovnite re-

zultati

Neka razgledame dadena ednodimenzionalna niza ξ od toqki vo [0, 1).

Za da se presmeta vrednosta na te�inskata (W(b); γ)−dijafonija na dade-

nata niza od toqki, treba da se presmeta suma qij sumiraqki indeks k,

spored Definicija 3.1 prima vrednosti k = 0, 1, 2, . . . . Od interes za nas e

dali taa beskoneqna suma mo�e da se aproksimira so koneqna suma od M

sobiroci, no pri toa napravenata grexka da te�i kon 0, koga M →∞. Za
taa cel ḱe bidat neophodni prethodni teoretski presmetki i analizi.

Celite na razrabotkata vo ova poglavje se:

- da se dobie gorna granica na te�inskata (W(b); γ)−dijafonija
na proizvolna ednodimenzionalna niza izrazena preku koneqna suma

i term koj pretstavuva analog na klasiqnoto neravenstvo na Erdox-

Turan-Koksma;

-da se napravi kompjuterska simulacija za presmetuvaǌe na pri-

bli�ni vrednosti so golema toqnost na te�inskata (W(b); γ)− dijafonija

na Obopxtenata niza na Van der Korput;

- da se proveri dali dobienite pribli�ni vrednosti na (W(b); γ)−
dijafonijata na Obopxtenata niza na Van der Korput gi zadovoluvaat

gornata i dolnata ocenka dobieni vo Teorema 3.3 i Teorema 3.4.

3.5.1 Teoretska osnova za validnost na numeriqkite aproksi-

macii

Vo slednata teorema ḱe izlo�ime gorna granica na (W(b); γ)− dija-

fonijata, koja pretstavuva analog na neravenstvoto na Erdox-Turan-

Koksma.
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Teorema 3.5 Neka ξ = (xn)n≥0 e dadena proizvolna ednodimenzionalna

niza. Togax postoi konstanta C2(b) koja zavisi samo od bazata b, taka

xto za sekoj cel broj M > 0 va�i neravenstvoto:

(FN (W(b); γ; ξ))2 ≤

C−1(b; 1; γ)

M−1∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(xn)

∣∣∣∣∣
2

+ C2(b) · 1

M2
,

pri xto konstantata C(b; 1; γ) e definirana so formulata (3.5), a kon-

stantata C2(b) ima vrednost C2(b) =
b2(b2 + b+ 1)

b+ 2
.

Dokaz na Teorema 3.5.

Neka M > 0 e daden proizvolen cel broj. Ḱe go koristime pret-

stavuvaǌeto:

C(b; 1; γ).(FN (W(b); γ; ξ))2 =

∞∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(xn)

∣∣∣∣∣
2

=

M−1∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(xn)

∣∣∣∣∣
2

+

∞∑
k=M

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(xn)

∣∣∣∣∣
2

.

(3.93)

Za sekoj cel broj k ≥M ḱe ja koristime trivijalnata ocenka, pa

imame

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(SΣ
b (n))

∣∣∣∣∣ ≤ 1, od kade spored (3.93) se dobiva neraven-

stvoto
C(b; 1; γ) · (FN (W(b); γ; ξ))2

≤
M−1∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(xn)

∣∣∣∣∣
2

+

∞∑
k=M

ρ(b; γ; k).
(3.94)
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Za fiksiran cel broj M > 0 postoi cel broj p > 0 taka xto bp ≤
M < bp+1. Ḱe gi napravime slednite presmetki:

∞∑
k=M

ρ(b; γ; k) ≤
∞∑
k=bp

ρ(b; γ; k) =

∞∑
a=p+1

b−1∑
ka−1=1

ρ(b; γ; ka−1b
a−1)

+

∞∑
a=p+1

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

ρ(b; γ; k)

= γ(b− 1)

∞∑
a=p+1

b−4a +

∞∑
a=p+1

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

(γb−2(a+j) + γb−4a)

= γ(b− 1)

∞∑
a=p+1

b−4a + γ

∞∑
a=p+1

b−2a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−2j
b−1∑

kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1

+γ

∞∑
a=p+1

b−4a
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1

= γ(b− 1)

∞∑
a=p+1

b−4a +
γ(b− 1)2

b

 ∞∑
a=p+1

b−2a
a−1∑
j=1

b−j +

∞∑
a=p+1

b−4a
a−1∑
j=1

bj


= γ(b− 1)

[ ∞∑
a=p+1

b−4a +
1

b

∞∑
a=p+1

b−2a

(
1− b

ba

)
+

∞∑
a=p+1

b−4a

(
ba

b
− 1

)]

= γ(b− 1)

[
1

b

∞∑
a=p+1

b−2a − b− 1

b

∞∑
a=p+1

b−3a +

∞∑
a=p+1

b−4a −
∞∑

a=p+1

b−4a

]

<
γ(b− 1)

b

∞∑
a=p+1

b−2a =
γb

b+ 1
· 1

b2(p+1)
<

γb

b+ 1
· 1

M2
.

(3.95)

Od (3.94) i (3.95) go dobivame slednoto neravenstvo:

C(b; 1; γ) · (FN (W(b); γ; ξ))2

≤
M−1∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(xn)

∣∣∣∣∣
2

+
γb

b+ 1
· 1

M2
.
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Trgnuvajḱi od faktot deka C(b; 1; γ) =
γ(b+ 2)

b(b+ 1)(b2 + b+ 1)
i od

prethodnoto neravenstvo koneqno se dobiva deka:

(FN (W(b); γ; ξ))2

≤ C−1(b; 1; γ)

M−1∑
k=1

ρ(b; γ; k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(xn)

∣∣∣∣∣
2

+
b2(b2 + b+ 1)

b+ 2
· 1

M2
,

so xto e doka�ana toqnosta na Teorema 3.5.

Teorema 3.5 garantira deka grexkata koja se pravi pri aproksi-

macija na beskoneqnata suma po indeks k vo presmetuvaǌeto na

FN (W(b); γ; ξ) so koneqna suma po indeks k (1 ≤ k ≤ M) ima red na go-

lemina O
(

1
M2

)
.

3.5.2 Grafiqki prikaz na numeriqki rezultati

Vo prodol�enie sleduva grafiqki prikaz na numeriqkite rezultati

za presmetuvaǌe na vrednosti na (W(b); γ)−dijafonijata na proizvolna

Obopxtenata niza na Van der Korput, dobieni za razliqni vrednosti

na bazata b i za razliqni vrednosti na nizata Σ od permutacii na mno-

�estvoto {0, 1, . . . , b−1}. Nizata od permutacii Σ bexe izbirana na sluqa-

en naqin vo razliqnite presmetki, a parametarot γ bexe izbran da ima

vrednost 1. Presmetkite vo site simulacii bea praveni so toqnost od

30 decimali.

Vo soglasnost so Teorema 3.5, ako zememe brojot na sobiroci M =

N2, togax grexkata koja se pravi koga ja aproksimirame beskoneqnata

suma po k (od definicijata na FN (W(b); γ; ξ)) so koneqna suma po k (1 ≤

k ≤M) ima red na golemina O
(

1

M

)
= O

(
1

N2

)
.

Brojot M na sobiroci vo napravenite softverski simulacii vo

paketot Mathematica se dvi�exe vo intervalot 103 ≤M ≤ 108.
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Site numeriqki simulacii gi verificiraa so golema preciznost

teoretski dobienite gorna i dolna ocenka prezentirani vo Teorema 3.3

i Teorema 3.4, t.e. dobienite aproksimirani vrednosti na te�inskata

(W(b); γ)− dijafonija na proizvolna Obopxtenata niza na Van der Kor-

put SΣ
b se naoǵaat pod gornata granica i nekoi od niv se naoǵaat pod dol-

nata granica. Gornata granica vo grafiqkite rezultati e prika�ana so

zelena linija, dolnata granica e so sina linija, vrednostite na te�in-

skata (W(b); γ)−dijafonija FN (W(b); 1;SΣ
b ) koi se dobieni za proizvolna

vrednost na N se prika�ani so crveni toqki, a vrednostite na te�in-

skata (W(b); γ)−dijafonija FN (W(b); 1;SΣ
b ) koi se dobieni za specijalnite

vrednosti na N od oblik N = bν + 1, ν ∈ N, ν > 1 se oznaqeni so violetovi

toqki.

Vo site realizirani simulacii gornata granica e zadovolena za

proizvolen broj N (vidi Slika 3.2, Slika 3.7, Slika 3.8 i Slika 3.10),

no dolnata granica e zadovolena za site onie vrednosti na N koi se od

oblik N = bν + 1, ν ∈ N, ν > 1 (vidi Slika 3.1, Slika 3.3 i Slika 3.9),

no i za nekoi celi broevi N koi ne se od ovoj oblik (vidi Slika 3.4,

Slika 3.5 i Slika 3.6). Vo Tabela 3.1 se prika�ani primeri na nizi Σ

od sluqajno izbrani permutacii, koi bea koristeni vo kompjuterskite

simulacii. So prezentiranite grafiqki rezultati od napravenite sim-

ulacii e rexena postavenata Zadaqa 3.5.

Vo ova poglavje kompjuterskite simulacii bea iskoristeni za

da se verificiraat dobienite teoretski ocenki vo ednodimenzionalen

sluqaj. Ponatamoxnite qekori vo ovaa nasoka bi bile so cel da se do-

bie s-dimenzionalna verzija na neravenstvoto na Erdox-Turan-Koksma

na te�inskata (W(b); γ)− dijafonija na proizvolna niza i potoa da

se napravat softverski simulacii za presmetuvaǌe na vrednosta na

(W(b); γ)−dijafonijata na nekoi klasi na s-dimenzionalni nizi, kako na

primer (t, s)−mre�i. Ova ḱe bide dovolna motivacija za da se napra-
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vat istra�uvaǌa vo ovoj pravec so cel da se doka�e analogna teorema

vo sdimenzionalen sluqaj. Ovie rezultati bi naxle primena vo Kvazi-

Monte Karlo metodite za numeriqka integracija. Ovde ḱe go poten-

cirame faktot deka tehnikite i metodite koi bea koristeni za da se

presmeta redot na golemina na (W(b); γ)− dijafonijata na proizvolna

Obopxtenata niza na Van der Korput se poznati kako tehniki koi

imaat primena za konstukcija na nekoi klasi od psevdo- sluqajni broevi

so koristeǌe na proceduri za konstrukcija na nizi i mre�i so niska

diskrepansa, kako na primer linearni, kvadratni i poopxto polinomi-

jalni rekurzivni proceduri.

5000 10000 15000 20000 25000 30000
N

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

0.0012

Slika 3.1: b = 2, N = bν + 1
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5000 10000 15000 20000 25000 30000
N

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

0.0012

0.0014

Slika 3.2: b = 2

50 100 150 200 250
N

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Slika 3.3: b = 3



Softverska verifikacija na osnovnite rezultati 177

500 1000 1500 2000
N

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

Slika 3.4: b = 3

5000 10000 15000 20000
N

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001
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Slika 3.5: b = 3
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50 100 150 200 250
N

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Slika 3.6: b = 4

2500 5000 7500 100001250015000
N

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

Slika 3.7: b = 4
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100 200 300 400 500 600
N

0.1

0.2

0.3

0.4

100 200 300 400 500 600

0.025

0.05
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0.1
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0.15

0.175

Slika 3.8: b = 5

2500 5000 7500 100001250015000
N

0.002

0.004

0.006

0.008

2500 5000 7500100001250015000

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

Slika 3.9: b = 7
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2000 4000 6000 8000 10000
N

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

2000 4000 6000 8000 10000

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

Slika 3.10: b = 10

4 3 2 0 1

0 3 4 1 2

4 0 2 3 1

2 0 3 4 1

3 0 2 1 4

1 2 4 3 0

3 2 0 4 1

3 0 2 1 4

0 4 2 1 3

3 4 0 1 2

3 2 0 4 1

0 3 1 4 2

0 4 2 3 1

4 1 3 2 0

4 2 1 0 3

1 8 0 5 3 4 7 2 9 6

2 3 4 7 9 5 6 1 0 8

2 1 4 0 6 7 9 8 5 3

3 5 8 6 4 9 0 2 1 7

7 1 3 0 5 9 8 6 2 4

5 2 3 8 1 6 7 4 9 0

8 1 2 0 6 3 4 5 9 7

0 3 5 9 7 6 2 4 1 8

1 4 2 7 3 9 0 5 8 6

6 8 7 5 3 4 1 0 9 2

5 7 9 2 0 8 3 4 1 6

2 7 9 8 6 3 4 1 0 5

8 0 2 7 1 9 4 5 3 6

2 4 1 6 5 9 3 8 0 7

2 8 3 9 1 0 7 6 4 5

b = 5 b = 10

Tabela 3.1: Poqetni 15 elementi na nizata Σ



Glava 4

Za grexkata na Kvazi-Monte Karlo

integriraǌeto vo te�inski Hilbertov

prostor HW(b),s,α,~γ

4.1 Definiraǌe na Hilbertov prostor HW(b),s,α,~γ

i formulacija na zadaqite

Celta na razrabotkite vo ovaa glava e da se istra�i grexkata-

vo-najlox-sluqaj na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo te�inski

Hilbertov prostor HW(b),s,α,~γ: da se dadat kolku e mo�no potoqni i

poednostavni formuli za nejzino presmetuvaǌe i dokolku e mo�no da

se predlo�i konkretna mre�a ili klasa od mre�i za koi redot na go-

lemina na presmetuvaǌeto na grexkata vo prostorot HW(b),s,α,~γ ḱe bide

podobar od dosega poznatite redovi na golemina - za konkretni mre�i

ili vo opxt sluqaj. Na poqetokot na ovaa glava da go odbele�ime

181
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faktot deka nasekade vo ramkite na vo ovaa glava od interes za nas ḱe

bide ispituvaǌeto na grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto, no

qesto pati namesto ovoj termin, ḱe go koristime i terminot grexka na

integriraǌeto zaradi poednostavuvaǌe na tekstot.

So ovoj problem na presmetuvaǌe i odreduvaǌe na redot na go-

lemina na grexkata na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo te�in-

ski prostori se zanimavale poveḱe avtori. Dik i Pilixamer [DiPi 1]

razgleduvaat te�inski Hilbertov prostor HWal,s,~γ i naoǵaat red na go-

lemina na grexkata na integriraǌeto vo toj prostor preku koristeǌe

na (t,m, s)−mre�i nad Zb. Vo kratki crti ḱe gi pretstavime osnovnite

rezultati na taa statija. Za parametar α > 1, te�ina γ > 0 i priroden

broj k = kab
a + ka−1b

a−1 + . . .+ k1b+ k0, tie definiraat koeficienti

rb(α, γ, k) =

 1, ako k = 0

γb−αa, ako k 6= 0.
(4.1)

Potoa, so koristeǌe na ovie koeficienti se definirani site kompo-

nenti na Hilbertov prostor HWal,γ.

Za proizvolen vektor od te�ini ~γ = (γ1, . . . , γs), kade xto γ1 ≥
γ2 ≥ . . . γs > 0 tie definiraat poveḱedimenzionalen Hilbertov prostor

HWal,s,~γ = HWal,γ1 ⊗ . . . ⊗ HWal,γs kako tenzorski proizvod na soodvetnite

ednodimenzionalni prostori HWal,γ1 , . . . ,HWal,γs. Vo Teorema 3 od toj

trud e poka�ano deka postoi digitalna (t,m, s)−mre�a nad Zb, za koja

grexkata na integriraǌeto vo prostorot HWal,s,~γ, ima red na golemina

O(b−
αm
2 ). Ovoj red na golemina O(

1

b
αm
2

) zavisi od koeficientite rb(α, γ, k)

definirani vo ravenstvoto (4.1).

Grozdanov ([Gr1]) voveduva nov tip na te�inska dijafonija od

red b, vrz baza na konkretna funkcionalna klasa F(b), a potoa dava vrska

pomeǵu grexkata na integriraǌeto vo te�inski Hilbertov prostor i
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te�inskata dijafonija.

Vo Definicija 3.1, za te�inskata (W(b); γ)- dijafonija uqestvu-

vaa koeficientite ρ(b, γ, k) definirani vo ravenstvoto (3.4). Redovite

na golemina na koeficientite ρ(b, γ, k) go opredeluvaat redot na gole-

mina na te�inskata (W(b); γ)- dijafonija.

Za da se dobie podobar red na golemina od O(b−
αm
2 ) na grexkata

na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo prostorot HWal,s,~γ, smetame

deka e neophodno da se definiraat novi koeficienti so pomali redovi

na golemina od tie na koeficientite rb(α, γ, k) i koi ḱe se iskoristat

za definiraǌe na nova funkcionalna klasa. Za taa cel ḱe ja koris-

time konstrukcijata i redovite na golemina na koeficientite ρ(b, γ, k)

definirani so ravenstvoto (3.4). Tie koeficienti ḱe bidat definirani

so ravenstvoto (4.2), kade xto e voveden dopolnitelen parametar α > 1
2 .

Vrz bazata na tie koeficienti (4.2) ḱe bide konstruiran Hilbertov

prostor HW(b),s,α,~γ .

Opxtata principna mo�nost grexkata na integriraǌeto vo

nekoi Hilbertovi prostori da bide pretstavena vo terminite na di-

jafonijata ni dava dopolnitelna motivacija za da se razgleduva toj

prostor HW(b),s,α,~γ i da se istra�i mo�nosta grexkata na integrira-

ǌeto vo nego da se pretstavi vo terminite na (W(b); γ)− dijafonijata.

Od interes za nas ḱe bide i samiot red na golemina na grexkata

na integriraǌeto vo prostorot HW(b),s,α,~γ.

Vo prodol�enie sleduvaat detalite na razrabotkite na Glava 4.

Neka α > 1
2 i γ > 0 se fiksirani realni broevi i neka za proiz-
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volen cel broj k ≥ 0 koeficientot ρ(b, α, γ, k) go definirame so

ρ(b, α, γ, k) =



1, ako k = 0,

γb−2αa, ako k = ka−1b
a−1, a ≥ 1,

γb−α(a+j) + γb−2αa, ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1 + . . .+

+k1b+ k0, a > 1, 1 ≤ j < a,

ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b}.
(4.2)

Za proizvolni dve funkcii f(x) i g(x), x ∈ [0, 1) koristejḱi go funkcio-

nalniot sistem na Volx W(b) ḱe definirame skalaren proizvod so:

〈f, g〉W(b),α,γ =

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)f̂W(b)(k)ĝW(b)(k).

pri xto so f̂W(b)(k) e oznaqen k−tiot Volx-Furiev koeficient na

funkcijata f.

Potoa voveduvame norma so:

||f ||W(b),α,γ =
√
〈f, f〉W(b),α,γ .

Definirame HW(b),α,γ da bide mno�estvoto od site funkcii nad

[0, 1) za koi normata e koneqen broj, t.e.

HW(b),α,γ = {f(x) : x ∈ [0, 1), ||f ||W(b),α,γ <∞}.

Ḱe poka�eme deka vaka definiraniot prostor od funkcii HW(b),α,γ

prectavuva Hilbertov prostor. Na poqetok da zabele�ime deka mno-

�estvoto HW(b),α,γ zaedno so operaciite sobiraǌe na dve funkcii i

mno�eǌe na funkcija so skalar od C pretstavuva vektorski prostor nad

C. Sledno xto treba da se proveri e dali va�at aksiomite za skalaren

proizvod.
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Neka f, g, h ∈ HW(b),α,γ se proizvolni funkcii i neka µ e proizvolen

skalar. Toqni se slednite formuli:

A1.

〈f, g〉W(b),α,γ =

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)f̂W(b)(k)ĝW(b)(k)

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)ĝW(b)(k)f̂W(b)(k)

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)ĝW(b)(k)f̂W(b)(k) = 〈g, f〉W(b),α,γ ;

A2.

〈f + g, h〉W(b),α,γ =

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k) ̂f + gW(b)(k)ĥW(b)(k)

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)(f̂W(b)(k) + ĝW(b)(k))ĥW(b)(k)

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)f̂W(b)(k)ĥW(b)(k) +

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)ĝW(b)(k)ĥW(b)(k)

〈f, h〉W(b),α,γ + 〈g, h〉W(b),α,γ ;

A3.

〈µf, g〉W(b),α,γ =

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)µ̂fW(b)(k)ĝW(b)(k)

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)µf̂W(b)(k)ĝW(b)(k)

= µ

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)f̂W(b)(k)ĝW(b)(k) = µ 〈f, g〉W(b),α,γ ;



186 Gl. 4. Za grexkata na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto...

A4.

〈f, f〉W(b),α,γ =

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)f̂W(b)(k)f̂W(b)(k)

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)
∣∣∣f̂W(b)(k)

∣∣∣2 ≥ 0,

〈f, f〉W(b),α,γ = 0 ⇐⇒ ∀k ≥ 0, f̂W(b)(k) = 0 ⇐⇒ f = 0,∀x ∈ [0, 1)

Znaqi so direktna proverka poka�avme deka so taka definiran-

ite koeficienti ρ(b, α, γ, k) va�at aksiomite za da vektorskiot pros-

tor HW(b),α,γ bide unitaren prostor. Uslovot za da unitarniot pros-

tor HW(b),α,γ bide Hilbertov prostor e isto taka zadovolen, i negovata

proverka e na sosema analogen naqin, kako i proverkata na prethodnite

uslovi.

Koristejḱi go funkcionalniot sistem na Volx W(b) i defini-

ranite koeficienti ρ(b, α, γ, k) za x, y ∈ [0, 1) ḱe definirame funkcija

KW(b),α,γ(x, y) =

∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k)bwalk(x) bwalk(y). (4.3)

Ḱe doka�eme deka funkcijata KW(b),α,γ(x, y) pretstavuva repro-

duciraqko jadro za te�inski Hilbertov prostor, koristejḱi ja Defini-

cija 1.15 od Glava 1.

Na poqetok da go zabele�ime faktot deka ∀k ≥ 0, k ∈ Z va�i:

K̂W(b),α,γ(k, y) = ρ(b, α, γ, k) bwalk(y),∀y ∈ [0, 1). (4.4)

Navistina od (4.3) i od definicijata na Volx-Furiev koefi-
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cient na funkcija imame:

K̂W(b),α,γ(k, y) =

∫ 1

0

KW(b),α,γ(x, y) bwalk(x)dx,

od koe sleduva deka

K̂W(b),α,γ(k, y) =

∫ 1

0

[ ∞∑
l=0

ρ(b, α, γ, l)bwall(x)bwall(y)

]
bwalk(x)dx

=

∞∑
l=0

ρ(b, α, γ, l)bwall(y)

∫ 1

0
bwall(x)bwalk(x)dx = ρ(b, α, γ, k)bwalk(y).

Vo prethodnoto sumiraǌe e koristen Vaerxtrasoviot kriterium za

konvergencija na funkcionalni redovi i nekoi elementarni svojstva

na Volxovite funkcii. Od (4.4) sleduva deka za fiksiran parametar

y ∈ [0, 1) va�i:

∣∣∣∣KW(b),α,γ(x, y)
∣∣∣∣2
W(b),α,γ

=
〈
KW(b),α,γ(x, y),KW(b),α,γ(x, y)

〉
W(b),α,γ,x

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)K̂W(b),α,γ(k, y)K̂W(b),α,γ(k, y)

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)ρ(b, α, γ, k)bwalk(y)ρ(b, α, γ, k)bwalk(y)

=

∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k) |bwalk(y)|2 =

∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k).

(4.5)

Vo slednata lema e dadena formula za sumata
∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k).

Lema 4.1 Neka α > 1
2 i γ > 0 se proizvolni realni broevi, togax

∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k) = 1 + γ
(b− 1)(bα + b− 2)

(bα − 1)(b2α − b)

.
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Dokaz na Lema 4.1.

Koga ḱe se iskoristi ravenstvoto (4.2) sleduva

∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k) = ρ(b, α, γ, 0) +

∞∑
k=1

ρ(b, α, γ, k)

= 1 +

∞∑
a=1

b−1∑
ka−1=1

γb−2αa

+

∞∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

(γb−α(a+j) + γb−2αa)

= 1 + γ

∞∑
a=1

b−2αa
b−1∑

ka−1=1

1

+γ

∞∑
a=2

b−αa
b−1∑

ka−1=1

1

a−1∑
j=1

b−αj
b−1∑

kj−1=1

1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1

+γ

∞∑
a=2

b−2αa
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1

= 1 + γ(SS1 + SS2 + SS3).

(4.6)

Na poqetok da ja presmetame sumata SS1 :

SS1 =

∞∑
a=1

b−2αa
b−1∑

ka−1=1

1 =
b− 1

b2α
1

1− b−2α
=

b− 1

b2α − 1
, (4.7)

pri uslov b−2α < 1 ⇐⇒ b2α > 1 = b0 ⇐⇒ 2α > 0 ⇐⇒ α > 0; a koj uslov e

ispolnet bidejḱi vo uslovot na lemata e dadeno deka α > 1
2 .
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Sleduva presmetuvaǌe na vtorata suma SS2 :

SS2 =

∞∑
a=2

b−αa
b−1∑

ka−1=1

1

a−1∑
j=1

b−αj
b−1∑

kj−1=1

1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1

=
∞∑
a=2

b−αa(b− 1)2
a−1∑
j=1

b−αjbj−1 =
(b− 1)2

b

∞∑
a=2

b−αa
a−1∑
j=1

bj(1−α)

=
(b− 1)2

b

∞∑
a=2

b−αab1−α
b(1−α)(a−1) − 1

b1−α − 1
=

(b− 1)2

bα(b1−α − 1)

∞∑
a=2

(ba(1−2α)b−1+α − b−αa)

=
(b− 1)2

b− bα

[
bα−1+2(1−2α)

1− b1−2α
− 1

b2α
1

1− b−α

]
,

(4.8)

pri uslov b1−2α < 1 ⇐⇒ b2α−1 > 1 = b0 ⇐⇒ 2α − 1 > 0 ⇐⇒ α > 1
2 ; koj e

ispolnet poradi postavenite uslovi vo Lema 4.1. Od (4.8) sleduva

SS2 =
(b− 1)2

(b2α − b)(bα − 1)
. (4.9)

Sleduva presmetka na tretata suma SS3 :

SS3 =

∞∑
a=2

b−2αa
b−1∑

ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

1

=
(b− 1)2

b

∞∑
a=2

b−2αa
a−1∑
j=1

bj =
(b− 1)2

b

∞∑
a=2

b−2αab
ba−1 − 1

b− 1
.

Poradi postaveniot uslov za α > 1
2 vo Lema 4.1, od (4.8) sleduva

SS3 =
(b− 1)2

(b2α − b)(b2α − 1)
. (4.10)
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Od (4.6), (4.7), (4.9) i (4.10) sleduva

∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k) = 1 + γ(SS1 + SS2 + SS3)

= 1 + γ(b− 1)

[
1

b2α − 1
+

b− 1

(b2α − b)(bα − 1)
+

b− 1

(b2α − b)(b2α − 1)

]
= 1 + γ

(b− 1)(bα + b− 2)(b2α − 1)

(b2α − 1)(bα − 1)(b2α − b)
.

Koneqno sleduva deka

∞∑
k=0

ρ(b, α, γ, k) = 1 + γ
(b− 1)(bα + b− 2)

(bα − 1)(b2α − b)

so xto e doka�ana toqnosta na Lema 4.1.

Od (4.5) i Lema 4.1 sleduva deka va�i prviot uslov K1 za da

funkcijata KW(b),α,γ bide reproduciraqko jadro na te�inskiot Hilber-

tov prostor HW(b),α,γ . Za da poka�eme deka va�i vtoriot uslov K2 neka

zememe proizvolna funkcija f ∈ HW(b),s,α,γ i proizvolen realen broj

x ∈ [0, 1), togax imame

〈
f(x),KW(b),α,γ(x, y)

〉
W(b),α,γ,x

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)f̂W(b)(k)K̂W(b),α,γ(k, y) =

=

∞∑
k=0

ρ−1(b, α, γ, k)f̂W(b)(k)ρ(b, α, γ, k)bwalk(y)

=

∞∑
k=0

f̂W(b)(k)bwalk(y) = f(y),

spored definicijata za razvoj na funkcija vo Volx-Furiev red.

Sega ḱe go razgledame poveḱedimenzionalniot sluqaj, t.e.

s−dimenzi-onalniot sluqaj.

Neka α > 1
2 e proizvolen realen broj i neka vektorot ~γ =
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(γ1, . . . , γs), kade xto γ1 ≥ γ2 ≥ . . . ≥ γs > 0 e proizvolen vektor od te�ini.

Neka HW(b),α,γ1 , HW(b),α,γ2 , . . . ,HW(b),α,γs se soodvetni te�inski Hilbertovi

prostori. Ḱe definirame te�inski Hilbertov prostor HW(b),s,α,~γ kako

tenzorski proizvod na soodvetnite koordinatni prostori t.e.

HW(b),α,~γ = HW(b),α,γ1 ⊗ . . .⊗HW(b),α,γs .

Ḱe definirame skalaren proizvod na dve funkcii f, g ∈ HW(b),s,α,~γ so:

〈f, g〉W(b),s,α,~γ =
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)f̂W(b)(~k)ĝW(b)(~k),

pri xto koeficientot R(b, α,~γ,~k) se definira so

R(b, α,~γ,~k) =

s∏
j=1

ρ(b, α, γj , kj). (4.11)

Definirame s−dimenzionalna norma ||f ||W(b),s,α,~γ so

||f ||W(b),s,α,~γ =
√
〈f, f〉W(b),s,α,~γ .

Prostorot HW(b),s,α,~γ e generiran od reproduciraqko jadro

KW(b),α,~γ(~x, ~y) =

s∏
j=1

KW(b),α,γj (xj , yj),

kade xto ~x = (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1)s i ~y = (y1, . . . , ys) ∈ [0, 1)s.

Oqevidno e deka va�i

KW(b),α,~γ(~x, ~y) =
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~x)bwal~k(~y), ∀~x, ~y ∈ [0, 1)s

Navistina, od definicijata na KW(b),α,~γ sleduva deka za proizvolni
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~x, ~y ∈ [0, 1)s e toqno:

KW(b),α,~γ(~x, ~y) =

s∏
j=1

KW(b),α,γj (xj , yj) =

s∏
j=1

∞∑
kj=0

ρ(b, α, γj , kj)bwalkj (xj)bwalkj (yj)

=

∞∑
k1=0

ρ(b, α, γ1, k1)bwalk1(x1)bwalk1(y1) . . .
∞∑
ks=0

ρ(b, α, γs, ks)bwalks(xs)bwalks(ys)

=

∞∑
k1=0

. . .

∞∑
ks=0

ρ(b, α, γ1, k1) . . . ρ(b, α, γs, ks)

×bwalk1(x1) . . . bwalks(xs)bwalk1(y1) . . . bwalks(ys)

=
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~x)bwal~k(~y).

Ḱe poka�eme deka te�inskiot Hilbertov prostor HW(b),s,α,~γ e ge-

neriran so reproduciraqko jadro KW(b),α,~γ .

Na poqetok da zabele�ime deka e toqen faktot

K̂W(b),α,~γ(~k, ~y) = R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~y). (4.12)

Navistina, da zememe ~y ∈ [0, 1)s da bide proizvolen vektor, koj ḱe igra

uloga na parametar, togax sleduva

K̂W(b),α,~γ(~k, ~y) =

∫
[0,1)s

KW(b),α,~γ(~x, ~y)bwal~k(~x)d~x

=

∫
[0,1)s

∑
~l∈Ns0

R(b, α,~γ,~l)bwal~l(~x)bwal~l(~y)


bwal~k(~x)d~x

=
∑
~l∈Ns0

R(b, α,~γ,~l)bwal~l(~y)

∫
[0,1)s

bwal~l(~x)bwal~k(~x)d~x = R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~y),

pri xto go koristevme Vaerxtrasoviot kriterium i svojstvata na Vol-

xovite funkcii.

Za da ja presmetame sumata
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k) spored Lema 4.1 i
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(4.11) imame deka za α > 1
2 :

∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k) =

∞∑
k1=0

. . .

∞∑
ks=0

R(b, α,~γ,~k)

=

∞∑
k1=0

ρ(b, α, γ1, k1) . . .

∞∑
ks=0

ρ(b, α, γs, ks),

odnosno se dobi rezultatot

∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k) =

s∏
j=1

(
1 + γj

(b− 1)(bα + b− 2)

(bα − 1)(b2α − b)

)
. (4.13)

Sega od (4.12) i (4.13) sleduva deka za proizvolen vektor ~y ∈ [0, 1)s

e toqno:∣∣∣∣KW(b),α,~γ(~x, ~y)
∣∣∣∣2
W(b),s,α,~γ

=
〈
KW(b),α,~γ(~x, ~y),KW(b),α,~γ(~x, ~y)

〉
W(b),s,α,~γ,~x

=
∑
~k∈Ns0

R−1(b, α,~γ,~k)K̂W(b),α,~γ(~k, ~y)K̂W(b),α,~γ(~k, ~y)

=
∑
~k∈Ns0

R−1(b, α,~γ,~k)R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~y)R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~y)

=
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~y)bwal~k(~y) =
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)
∣∣
bwal~k(~y)

∣∣2
=
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k) =

s∏
j=1

(
1 + γj

(b− 1)(bα + b− 2)

(bα − 1)(b2α − b)

)
<∞.

So toa poka�avme deka va�i prviot uslov K1 za da funkcijata

KW(b),α,~γ bide reproduciraqko jadro za te�inskiot Hilbertov prostor

HW(b),s,α,~γ . Za da poka�eme deka va�i vtoriot uslov K2, neka zememe deka

~y ∈ [0, 1)s e proizvolen vektor i f ∈ HW(b),s,α,~γ e proizvolna funkcija,
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togax sledi 〈
f(~x),KW(b),α,~γ(~x, ~y)

〉
W(b),s,α,~γ,~x

=
∑
~k∈Ns0

R−1(b, α,~γ,~k)f̂W(b)(~k)K̂W(b),α,~γ(~k, ~y) =

=
∑
~k∈Ns0

R−1(b, α,~γ,~k)f̂W(b)(~k)R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~y)

=
∑
~k∈Ns0

f̂W(b)(~k)bwal~k(~y) = f(~y),

spored definicijata za razvoj na funkcija vo Volx-Furiev red.

So toa poka�avme deka i vtoriot uslov K2 e ispolnet, odnosno

poka�avme deka prostorot HW(b),s,α,~γ e generiran od reproduciraqkoto

jadro KW(b),α,~γ .

Vo Glava 4 od ovaa disertacija ḱe gi postavime za rexavaǌe

slednite zadaqi:

Zadaqa 4.1.

Da se najde toqna formula za grexkata na integriraǌeto vo

Hilbertov prostor HW(b),s,α,~γ .

Zadaqa 4.2.

Da se izrazi grexkata na integriraǌeto vo te�inski Hilbertov

prostor HW(b),s,α,~γ preku terminite na (W(b), γ)−dijafonijata.

Zadaqa 4.3.

Da se najde redot na golemina na grexkata na integriraǌeto vo

Hil-bertov prostor HW(b),s,α,~γ .

Vo slednite poglavja na ovaa glava posledovatelno ḱe bidat re-

xavani postavenite zadaqi.
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4.2 Toqna formula za grexkata-vo-najlox-slu-qaj

na integriraǌeto vo prostorot HW(b),s,α,~γ

So slednata teorema ḱe bide dadena toqna formula za grexkata-

vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo te�inski Hilbertov prostor

HW(b),s,α,~γ i so toa ḱe bide rexena postavenata Zadaqa 4.1.

Teorema 4.1 Grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo pros-

torot HW(b),s,α,~γ so koristeǌe na proizvolna s−dimenzionalna mre�a

PN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1}

go zadovoluva ravenstvoto

e2(HW(b),s,α,~γ ;PN ) = −1 +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~xn)bwal~k(~xh).

Dokaz na Teorema 4.1.

Vo dokazot na ovaa teorema ḱe go iskoristime rezultatot na

Sloan i Vo�niakovski [SlVo1], koj bexe izlo�en vo Glava 1 i se

odnesuva na grexkata-vo-najlox-sluqaj e(Hs(K);PN ) na integriraǌeto

vo proizvolen te�inski Hilbertov prostor generiran so jadro K, so

koristeǌe na proizvolna mre�a PN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1}. Koga formulata

(1.8) ḱe se primeni na jadro KW(b),α,~γ , za prviot sobirok se dobiva:∫
[0,1]2s

KW(b),α,~γ(~x, ~y)d~xd~y =

∫
[0,1]2s

∑
~k∈Ns0

[
R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~x)bwal~k(~y)

]
d~xd~y

=
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)

∫
[0,1]s

bwal~k(~x)d~x

∫
[0,1]s

bwal~k(~y)d~y = R(b, α,~γ,~0) = 1. (4.14)
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Za vtoriot sobirok na (1.8) imame: Neka 0 ≤ n ≤ N −1 e fiksiran

indeks i neka ~xn e soodvetniot element od mre�ata PN . Togax va�i:∫
[0,1]s

KW(b),α,~γ(~xn, ~y)d~y =

∫
[0,1]s

∑
~k∈Ns0

[
R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~xn)bwal~k(~y)

]
d~y

=
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~xn)

∫
[0,1]s

bwal~k(~y)d~y = R(b, α,~γ,~0)bwal~0(~xn) = 1.

Ponatamu sleduva deka

2

N

N−1∑
n=0

∫
[0,1]s

KW(b),α,~γ(~xn, ~y)d~y =
2

N

N−1∑
n=0

1 = 2. (4.15)

Koneqno od (1.8), (4.14) i (4.15) sleduva

e2(HW(b),s,α,~γ ;PN ) = 1− 2 +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

KW(b),α,~γ(~xn, ~xh)

= −1 +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)bwal~k(~xn)bwal~k(~xh),

so xto e doka�ana toqnosta na Teorema 4.1.

Imajḱi gi predvid definiciite na koeficientite R(b, 2, ~γ,~k) i

R(b,~γ,~k) dadeni soodvetno so ravenstvata (4.11) i (3.3) jasno e deka za

sekoj vektor ~k ∈ Ns0 i sekoj vektor od te�ini ~γ = (γ1, . . . , γs) e vo sila

ravenstvoto:

R(b, 2, ~γ,~k) = R(b,~γ,~k).

Od prethodnoto ravenstvo i od toqnosta na Teorema 4.1

neposredno sleduva toqnosta na Posledica 4.1:

Posledica 4.1 Grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo pros-



Izrazuvaǌe na grexkata na integriraǌe ... 197

torot HW(b),s,2,~γ so koristeǌe na proizvolna s−dimenzionalna mre�a

PN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1}

go zadovoluva ravenstvoto

e2(HW(b),s,2,~γ ;PN ) = −1 +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

∑
~k∈Ns0

R(b,~γ,~k)bwal~k(~xn)bwal~k(~xh).

4.3 Izrazuvaǌe na grexkata na integriraǌe vo

te�inski Hilbertov prostor HW(b),s,2,~γ vo ter-

mini na te�inska (W(b), γ)−dijafonija

Vo ova poglavje e izlo�ena teorema so koja se poka�uva deka pri

konkreten izbor na parametarot α = 2, se dava vrskata meǵu grexkata

e(HW(b),s,2,~γ ;PN ) i te�inskata (W(b), γ)−dijafonija. Za taa cel go raz-

gleduvame prostorot HW(b),s,2,~γ koj se dobiva kako specijalen sluqaj na

prostorot HW(b),s,α,~γ pri konkreten izbor na parametarot α = 2, od xto

sleduva vrskata so te�inskata (W(b), γ)−dijafonija, i koja e izlo�ena

vo slednata teorema.

Teorema 4.2 Neka HW(b),s,2,~γ bide te�inski Hilbertov prostor koj

soodvetstvuva na izborot na parametarot α = 2 i neka

PN = {~x0, ~x1, . . . , ~xN−1}

bide proizvolna mre�a sostavena od N toqki vo [0, 1)s. Grexkata-vo-

najlox-sluqaj na integriraǌeto e(HW(b),s,2,~γ ;PN ) vo te�inski Hilber-

tov prostor HW(b),s,α,~γ so koristeǌe na mre�ata PN i te�inskata
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(W(b), γ)−dijafonija na mre�ata PN se povrzani so ravenstvoto

e(HW(b),s,2,~γ ;PN ) =
√
C(b, s,~γ)F (W(b);~γ;PN ),

kade xto konstantata C(b, s,~γ) se definira so ravenstvoto (3.5).

Dokaz na Teorema 4.2.

Spored Posledica 4.1 i Definicijata 3.1 na

(W(b), γ)−dijafonijata na mre�ata PN sleduva deka

e2(HW(b),s,2,~γ ;PN ) = −1 +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

R(b,~γ,~0)bwal~0(~xn)bwal~0(~xh)

+
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

∑
~k∈Ns0\{~0}

R(b,~γ,~k)bwal~k(~xn)bwal~k(~xh)

=
∑

~k∈Ns0\{~0}

R(b,~γ,~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2

=

 s∏
j=1

(
1 + γj

(b− 1)(bα + b− 2)

(bα − 1)(b2α − b)

)
− 1

F 2(W(b);~γ;PN ),

so xto dokazot na Teorema 4.2 e kompletno zavrxen.

Od rezultatite na Teorema 3.2 i Teorema 4.2 direktno se dobiva

toqnosta na slednoto tvrdeǌe:

Posledica 4.2 Grexkata-vo-najlox-sluqaj e(HW(b),s,2,~γ ;PN ) na

integriraǌe-to vo te�inski Hilbertov prostor HW(b),s,2,~γ so ko-

risteǌe na mre�ata PN go zadovoluva ravenstvoto

e2(HW(b),s,2,~γ ;PN ) =
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
h=0

Ω(b;~γ; ~xn 	bs ~xh),

kade xto funkcijata Ω(b;~γ; ~x) e definirana vo uslovot na Teorema 3.2.



Ocenka na grexkata na integriraǌe vo Hilbertov prostor ... 199

Vo Teorema 4.2 grexkata na integriraǌeto e(HW(b),s,2,~γ ;PN ) se

razgleduva vo vid na beskoneqen red, a vo Posledica 4.2 taa grexka

se pretstavuva vo vid na koneqna dvojna suma. Neposredno sleduva

deka presmetuvaqkata slo�enost na grexkata e(HW(b),s,2,~γ ;PN ) e O(N2),

xto vsuxnost pretstavuva forma za presmetuvaǌe koja e pogodna za im-

plementacija so softverski produkti.

4.4 Ocenka na grexkata na integriraǌe vo Hil-

bertov prostor HW(b),s,α,~γ preku koristeǌe na

digitalna (t,m, s)−mre�a

Vo ova poglavje na tezata, rezultatot koj e dobien vo Teorema 4.1

ḱe bide primenet vrz proizvolena digitalna (t,m, s)−mre�a. Toa ḱe ni

dozvoli da doka�eme deka postoi (t,m, s)−mre�a P ′bm za koja grexkata na

integriraǌeto e(HW(b),s,α,~γ ;P ′bm) vo prostorot HW(b),s,α,~γ gi ima slednite

redovi na golemina:

ako 1
2 < α ≤ 1, togax e(HW(b),s,α,~γ ;P ′bm) ∈ O(b−

m
2 );

ako α > 1, togax togax e(HW(b),s,α,~γ ;P ′bm) ∈ O(b−αm).

4.4.1 Formula za grexka-vo-najlox-sluqaj vo Hilbertov pros-

tor HW(b),s,α,~γ so koristeǌe na (t,m, s)−mre�a

Vo ova podpoglavje ḱe bide dadena formula za grexkata-vo-najlox-

sluqaj vo te�inski Hilbertov prostor HW(b),s,α,~γ preku koristeǌe na

(t,m, s) -mre�a.

Teorema 4.3 Neka Pbm = {~x0, ~x1, . . . , ~xbm−1} bide proizvolna digitalna

(t,m, s) -mre�a nad Zb, sostavena od bm toqki vo [0, 1)s i generirana od
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matricite C1, . . . , Cs. Neka definirame mno�estvo

χ = {~k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0 : CT
1 trm(~k1) + . . .+ CT

s trm(~ks) = ~0}.

Togax za grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo te�inski

Hilbertov prostor HW(b),s,α,~γ so koristeǌe na mre�ata Pbm va�i

ravenstvoto

e2(HW(b),s,α,~γ ;Pbm) =
∑

~k∈χ\{~0}

R(b, α,~γ,~k).

Dokaz na Teorema 4.3.

Soglasno so Teorema 4.1 kade xto bexe dobiena formula vo ek-

spliciten vid za grexkata na integriraǌeto vo prostorot HW(b),s,α,~γ i

ocenkata na trigonometriskata suma (1.7) od Glava 1, posledovatelno

se dobiva slednoto:

e2(HW(b),s,α,~γ ;Pbm) = −1 +
1

N2

∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

N−1∑
h=0

bwal~k(~xh)

= −1 +
∑
~k∈Ns0

R(b, α,~γ,~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2

−1 +R(b, α,~γ,~0) +
∑

~k∈Ns0\{~0}

R(b, α,~γ,~k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwal~k(~xn)

∣∣∣∣∣
2

=
∑

~k∈χ\{~0}

R(b, α,~γ,~k),

so xto e zavrxen dokazot na Teorema 4.3.

4.4.2 Osnovni rezultati

Vo prodol�enie ḱe ja izlo�ime i doka�eme slednata teorema:
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Teorema 4.4 (i) (ocenka od desno) Neka 1
2α < λ ≤ 1 e proizvolen realen

broj, togax postoi digitalna (t,m, s)−mre�a Pbm nad Zb, taka xto

grexka-ta-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo prostorot HW(b),s,α,~γ

so koristeǌe na mre�ata Pbm go zadovoluva neravenstvoto:

e2λ(HW(b),s,α,~γ ;Pbm) ≤ −1 +

s∏
j=1

[
1 + c1(b, α, λ, γj)

1

b2αλm

]
+

1

bm

s∏
j=1

[
1 + c2(b, α, λ, γj)

1

b2αλm
+ c3(b, α, λ, γj)

]
,

pri xto konstantite cµ(b, α, λ, γj), za 1 ≤ µ ≤ 3 i 1 ≤ j ≤ s se definirani

so ravenstvata:

c1(b, α, λ, γj) = γλj
(b− 1)(bαλ + b2 − 2b)

(bαλ − b)(b2αλ − b)

c2(b, α, λ, γj) = γλj
(b− 1)3bαλ

(bαλ − b)(b2αλ − b)(bαλ − 1)

c3(b, α, λ, γj) = γλj
(b− 1)(bαλ + b− 2)

(bαλ − 1)(b2αλ − b)
.

(ii) (asimptotsko odnesuvaǌe)

Za grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo prostorot

HW(b),s,α,~γ so koristeǌe na mre�ata Pbm e toqno

ako 1
2 < α ≤ 1, togax e(HW(b),s,α,~γ ;Pbm) ∈ O(b−

m
2 );

ako α > 1, togax togax e(HW(b),s,α,~γ ;Pbm) ∈ O(b−αm).

Ḱe napravime kusa komparacija na rezultatite dobieni vo stati-

jata na Dik i Pilixhamer [DiPi 1] i naxite rezultati predlo�eni vo

Teorema 4.4, a koi se odnesuvaat na asimptotskoto povedenie koga m→∞
na grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo te�inski Hilbertov

prostor HW(b),s,α,~γ . Rezultatot dobien vo [DiPi 1] primenet na te�inski

Hilbertov prostor HWal,s,α,~γ tvrdi deka grexkata-vo-najlox-sluqaj ima
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red na golemina O(b−
αm
2 ). Naxiot rezultat izlo�en vo Teorema 4.4 (ii)

vo sluqajot koga α > 1 e deka e(HW(b),s,α,~γ ;Pbm) ∈ O(b−αm), xto poka�uva

deka grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto vo te�inski Hilber-

tov prostor HW(b),s,α,~γ e podobra (pomala) od soodvetnata grexka vo te-

�inski Hilbertov prostor HWal,s,α,~γ izlo�ena vo [DiPi 1].

4.4.3 Nekoi pomoxni rezultati

Za da ja doka�eme Teorema 4.4 neophodni ni se nekoi prethodni

rezultati, koi ḱe gi formulirame vo slednata Lema. Za b ≥ 2,m ≥ 2, b ∈
Z,m ∈ Z definirame mno�estva

Cb,m,s = {(C1, . . . , Cs) : Cj ∈Mb,m, j = 1, . . . , s},

kade xto Mb,m e mno�estvo od site m × m matrici so elementi od

{0, 1, . . . , b− 1} = Zb.

Za grexkata na integriraǌeto e(HW(b),s,α,~γ ;Pbm), kade xto Pbm e

digitalna mre�a generirana od matricite C1, . . . , Cs da vovedeme oznaka

e((C1, . . . , Cs)), t.e. va�i ravenstvoto

e((C1, . . . , Cs)) = e(HW(b),s,α,~γ ;Pbm). (4.16)

Lema 4.2 Za proizvolen realen broj λ, 0 < λ ≤ 1 da definirame Abm,s,α,~γ(λ)

da bide proseqna vrednost na veliqinite e2λ(C1, . . . , Cs) nad mno�est-

voto Cb,m,s t.e.

Abm,s,α,~γ(λ) =
1

bm2s

∑
(C1,...,Cs)∈Cb,m,s

e2λ(C1, . . . , Cs).
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togax va�i slednoto neravenstvo:

Abm,s,α,~γ(λ) ≤ −1 + (1− 1

bm
)

s∏
j=1

∞∑
lj=0

ρλ(b, α, γj ; b
mlj)

+
1

bm

s∏
j=1

∞∑
lj=0

bm−1∑
kj=0

ρλ(b, α, γj ; b
mlj + kj),

kade xto koeficientite ρ(b, α, γj ; ·) se definirani so formulata (4.2).

Dokaz na Lema 4.2

Soglasno so Teorema 4.3 sleduva deka

e2((C1, . . . , Cs)) =
∑

~k∈χ\{~0}

R(b, α,~γ,~k). (4.17)

Ḱe go iskoristime neravenstvoto na Jensen: Ako 0 < λ ≤ 1 i

ai ≥ 0, i ≥ 1 se proizvolni realni broevi, togax va�i neravenstvoto:

( ∞∑
i=1

ai

)λ
≤
∞∑
i=1

aλi . (4.18)

Od uslovot na lemata i (4.18) se dobiva deka

Abm,s,α,~γ(λ) =
1

bm2s

∑
(C1,...,Cs)∈Cb,m,s

 ∑
~k∈χ\{~0}

R(b, α,~γ,~k)

λ

≤ 1

bm2s

∑
(C1,...,Cs)∈Cb,m,s

∑
~k∈χ\{~0}

Rλ(b, α,~γ,~k)

=
1

bm2s

∑
~k∈χ\{~0}

Rλ(b, α,~γ,~k)
∑

(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s
CT1 trm(~k1) + . . .+ CTs trm(~ks) = ~0

1

= −1 +
1

bm2s

∑
~k∈χ

Rλ(b, α,~γ,~k)
∑

(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s
CT1 trm(~k1) + . . .+ CTs trm(~ks) = ~0

1,

(4.19)
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pri xto vo posledniot izraz e dodaden i odzemen sobirok koj odgovara

na vektorot ~k = ~0.

Presmetuvaǌeto na izrazot vo formulata (4.19) ḱe go sprovedeme

preku razgleduvaǌe na vidot na vektorot ~k, koj mo�e da bide pretstaven

samo preku eden od slednite dva oblici:

~k = bm~l,~l ∈ Ns0,

ili
~k = bm~l + ~k∗, kade xto ~l ∈ Ns0,~k∗ 6= ~0, ||~k∗||∞ < bm.

Oznakata ||~k∗||∞ < bm e skratena oznaka ekvivalentna so ~k∗ = (k∗1 , . . . , k
∗
s) i

0 ≤ k∗j < bm za 1 ≤ j ≤ s.

Spored prethodnata diskusija sleduva deka

Abm,s,α,~γ(λ) ≤ −1 +
1

bm2s

∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l)
∑

(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s
CT1 trm(~k1) + . . .+ CTs trm(~ks) = ~0

1

+
1

bm2s

∑
~l∈Ns0

∑
~k∗ ∈ Ns0 \ {~0}
||~k∗||∞ < bm

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l + ~k∗)
∑

(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s
CT1 trm(~k1) + . . .+ CTs trm(~ks) = ~0

1.

(4.20)

Da vovedeme oznaki ΣA1 i ΣA2 zaradi skraten zapis na prethodnata for-

mula, t.e.

Abm,s,α,~γ(λ) ≤ −1 + ΣA1 + ΣA2. (4.21)

Vo sumata ΣA1 vektorot ~k e od prviot oblik ~k = bm~l, pa togax trm(~kj) =

trm(bm~lj) = ~0,∀j ∈ {1, . . . , s}, od kade xto sleduva deka uslovot CT1 trm(~k1) +

. . .+CTs trm(~ks) = ~0 e zadovolen za sekoj izbor na matrici (C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s
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t.e.

ΣA1 =
1

bm2s

∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l)
∑

(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s
CT1 trm(~k1) + . . .+ CTs trm(~ks) = ~0

1

=
1

bm2s

∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ, bm~l)
∑

(C1,...,Cs)∈Cb,m,s

1 =
1

bm2s

∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ, bm~l) · bm
2s,

odnosno se dobi ravenstvoto

ΣA1 =
∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ, bm~l). (4.22)

Vo sumata ΣA2 vektorot ~k se javuva vo vtoriot oblik, pa vnatrexnata

suma vo ΣA2 ima vrednost

∑
(C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s

CT1 trm(~k1) + . . .+ CTs trm(~ks) = ~0

1 = bm
2s−m,

od kade sleduva deka

ΣA2 =
1

bm2s

∑
~l∈Ns0

∑
~k∗ ∈ Ns0 \ {~0}
||~k∗||∞ < bm

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l + ~k∗)bm
2s−m,

od kade se dobiva deka

ΣA2 =
1

bm

∑
~l∈Ns0

∑
~k∗ ∈ Ns0 \ {~0}
||~k∗||∞ < bm

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l + ~k∗). (4.23)

Vo vnatrexnata suma na (4.23) ḱe dodademe i odzememe sobirok koj odgo-



206 Gl. 4. Za grexkata na Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto...

vara na vektorot ~k∗ = ~0, pa sleduva deka

ΣA2 =
1

bm

∑
~l∈Ns0


∑

~k∗ ∈ Ns0
||~k∗||∞ < bm

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l + ~k∗)−Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l)


=

1

bm

∑
~l∈Ns0

∑
~k∗ ∈ Ns0
||~k∗||∞ < bm

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l + ~k∗)− 1

bm

∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l).

(4.24)

Od (4.21), (4.22) i (4.24) sleduva

Abm,s,α,~γ(λ) ≤ −1 +
∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l)

+
1

bm

∑
~l∈Ns0

∑
~k∗ ∈ Ns0
||~k∗||∞ < bm

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l + ~k∗)− 1

bm

∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l)

= −1 + (1− 1

bm
)
∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ, bm~l) +
1

bm

∑
~l∈Ns0

∑
~k∗ ∈ Ns0
||~k∗||∞ < bm

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l + ~k∗).

(4.25)

Spored definicijata na koeficientite R(·) vo (4.11) sleduva

Rλ(b, α,~γ, bm~l) = ρλ(b, α, γ1, b
ml1) . . . ρλ(b, α, γs, b

mls);

a od pretstavuvaǌeto na slednata suma imame

∑
~l∈Ns0

· =
∞∑
l1=0

. . .

∞∑
ls=0

·,
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pa ponatamu se dobiva deka

∑
~l∈Ns0

Rλ(b, α,~γ, bm~l) =

∞∑
l1=0

ρλ(b, α, γ1, b
ml1) . . .

∞∑
ls=0

ρλ(b, α, γs, b
mls)

=

s∏
j=1

∞∑
lj=0

ρλ(b, α, γj , b
mlj), (4.26)

i deka∑
~l∈Ns0

∑
~k∗ ∈ Ns0

||~k∗||∞ < bm

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l + ~k∗)

=

∞∑
l1=0

. . .

∞∑
ls=0

bm−1∑
k∗1=0

. . .

bm−1∑
k∗s=0

Rλ(b, α,~γ,~k = bm~l + ~k∗),

=

∞∑
l1=0

bm−1∑
k∗1=0

ρλ(b, α, γ1, b
ml1 + k∗1) . . .

∞∑
ls=0

bm−1∑
k∗s=0

ρλ(b, α, γs, b
mls + k∗s),

=

s∏
j=1

∞∑
lj=0

bm−1∑
k∗j=0

ρλ(b, α, γj , b
mlj + k∗j ).

(4.27)

Koneqno od (4.25), (4.26) i (4.27) sleduva

Abm,s,α,~γ(λ) ≤ −1 + (1− 1

bm
)

s∏
j=1

∞∑
lj=0

ρλ(b, α, γj ; b
mlj)

+
1

bm

s∏
j=1

∞∑
lj=0

bm−1∑
kj=0

ρλ(b, α, γj ; b
mlj + kj),

so xto e doka�ana toqnosta na Lema 4.2.

4.4.4 Dokaz na Teorema 4.4

Vo ova podpoglavje ḱe ja doka�eme toqnosta na delot (i) na Teorema

4.4.
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Ako s e aritmetiqka sredina na realni broevi od dadeno mno-

�estvo {aj , 1 ≤ j ≤ s}, togax postoi indeks j0 taka xto 1 ≤ j0 ≤ s i aj0 ≤ s.
Koga prethodniot rezultat ḱe se primeni vrz mno�estvoto

{e((C1, . . . , Cs)) : (C1, . . . , Cs) ∈ Cb,m,s},

pri xto e((C1, . . . , Cs)) se definira so (4.16), sleduva deka postoi

konkreten izbor na matrici (C ′1, . . . , C
′
s) ∈ Cb,m,s taka xto

e2λ(C ′1, . . . , C
′
s) ≤

1

bm2s

∑
(C1,...,Cs)∈Cb,m,s

e2λ(C1, . . . , Cs) = Abm,s,α,~γ(λ).

Spored Teorema 4.3 imame deka

e2((C1, . . . , Cs)) =
∑

~k∈χ\{~0}

R(b, α,~γ,~k),

od kade xto sleduva deka:

e2λ(C ′1, . . . , C
′
s) ≤

1

bm2s

∑
(C1,...,Cs)∈Cb,m,s

 ∑
~k∈χ\{~0}

R(b, α,~γ,~k)

λ .
Sega so primena na Lema 4.2 se dobiva deka

e2λ(C ′1, . . . , C
′
s) ≤ −1 + (1− 1

bm
)

s∏
j=1

∞∑
lj=0

ρλ(b, α, γj ; b
mlj)

+
1

bm

s∏
j=1

∞∑
lj=0

bm−1∑
kj=0

ρλ(b, α, γj ; b
mlj + kj).

(4.28)

Sledna zadaqa e da se presmetaat ili ocenat sumite koi se javuvaat vo
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(4.28), pa za taa cel ḱe bidat vovedeni slednite oznaki:

ΣA =

∞∑
l=0

ρλ(b, α, γ; bml)

i

ΣB =

∞∑
l=0

bm−1∑
k=0

ρλ(b, α, γ; bml + k).

Trgnuvajḱi od definicijata na koeficientite ρ(·) vo formulata (4.2) i

spored neravenstvoto na Jensen, imame deka

ρ(b, α, γ, k)λ ≤
1, ako k = 0,

γλb−2αaλ, ako k = ka−1b
a−1, a ≥ 1,

γλb−α(a+j)λ + γλb−2αaλ, ako k = ka−1b
a−1 + kj−1b

j−1 + . . .+

k1b+ k0, ka−1, kj−1 ∈ {1, . . . , b}.

(4.29)

Sumiraǌeto vo ΣA i ΣB ḱe go razgleduvame vo odnos na brojot na

nenulti cifri na argumentot k od ρ(b, α, γ, k) vo negoviot zapis vo broen

sistem so osnova b. Spored taa diskusija postojat tri razliqni sluqai:

1. k = 0;

2. k ima toqno edna nenulta cifra;

3. k ima barem 2 nenulti cifri vo negovoto pretstavuvaǌe vo

broen sistem so osnova b.

Od gledna toqka na prethodnata diskusija toqno e deka

∞∑
l=1

· =
∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

·+
∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

· (4.30)

Ulogata na argumentot k vo ρ(b, α, γ, k) vo ΣA ja ima brojot bml, pa sleduva

deka brojot na nenulta cifri na bml e ednakov so brojot na nenulti
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cifri na l vo nivnite zapisi vo broen sistem so osnova b.

Od izvrxenite analizi sleduva deka

ΣA =

∞∑
l=0

ρλ(b, α, γ; bml) = ρλ(b, α, γ; 0) +

∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

ρλ(b, α, γ; bmla−1b
a−1)

+

∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

ρλ(b, α, γ; bml).

(4.31)

Da gi vovedeme slednite oznaki:

S1 =

∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

ρλ(b, α, γ; bmla−1b
a−1) (4.32)

i

S2 =

∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

ρλ(b, α, γ; bml). (4.33)

Da ja presmetame ili ocenime sumata S1 :

S1 ≤
∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

γλb−2α(m+a)λ = γλb−2αmλ
∞∑
a=1

b−2αaλ
b−1∑

la−1=1

1,

odnosno se dobiva formulata

S1 ≤ γλb−2αmλ(b− 1)

∞∑
a=1

b−2αaλ (4.34)

Za vrednosti na α > 1
2 i 0 < λ ≤ 1 geometriskiot red

∞∑
a=1

b−2αaλ e konver-

genten i ima vrednost 1
b2αλ−1

, pa togax od (4.34) se dobiva deka

S1 ≤
γλ(b− 1)

b2αλ − 1
b−2αmλ. (4.35)
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Za sumata S2 spored (4.29) imame:

S2 ≤
∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

(γλb−α(2m+a+j)λ + γλb−2α(m+a)λ)

= γλ(Z1 + Z2). (4.36)

Da go transformirame izrazot Z1 vo poednostavna forma:

Z1 =

∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

γλb−α(2m+a+j)λ

= b−2αmλ
∞∑
a=2

b−αaλ
b−1∑

la−1=1

a−1∑
j=1

b−αjλ
b−1∑

lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

1

= b−2αmλ(b− 1)2
∞∑
a=2

b−αaλ
a−1∑
j=1

b−αjλbj−1

= b−2αmλ(b− 1)2
∞∑
a=2

b−αaλ
b1−αλ(b(1−αλ)(a−1) − 1)

b1−αλ − 1

= b−2αmλ(b− 1)2 b1−αλ

b1−αλ − 1

∞∑
a=2

(ba(1−2αλ)+αλ−1 − b−αλa)

= b−2αmλ(b− 1)2 b1−αλ

b1−αλ − 1
(M1 −M2).

(4.37)

Beskoneqniot geometriski red

M1 =

∞∑
a=2

ba(1−2αλ)+αλ−1 = bαλ−1
∞∑
a=2

ba(1−2αλ)

e konvergenten za b1−2αλ < 1, t.e. toj red e konvergenten ako i samo ako e

ispolnet uslovot

αλ >
1

2
, (4.38)
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i togax negovata vrednost e

M1 =
1

bαλ−1(b2αλ − b)
. (4.39)

Redot M2 =

∞∑
a=2

b−αλa konvergira za vrednosti na (α > 1
2) i (0 < λ ≤ 1) i

ima vrednost

M2 =
1

bαλ(bαλ − 1)
. (4.40)

Od (4.37), (4.39) i (4.40) sleduva

Z1 =
(b− 1)2b

(bαλ − b)(b2αλ − b)
b−2αmλ. (4.41)

Sega da go presmetame izrazot Z2 :

Z2 = b−2αmλ(b− 1)2
∞∑
a=2

b−2αaλ
a−1∑
j=1

bj−1 = b−2αmλ(b− 1)2
∞∑
a=2

b−2αaλ b
a−1 − 1

b− 1

= b−2αmλ(b− 1)

∞∑
a=2

(b−2αaλ+a−1 − b−2αλa) = b−2αmλ(b− 1)(P1 − P2). (4.42)

Redot

P1 = b−1
∞∑
a=2

ba(1−2αλ),

(kako i redot M1) e konvergenten za onie vrednosti na α i λ za koi e

ispolnet uslovot (4.38), t.e. αλ > 1
2 , i ima vrednost

P1 =
b1−2αλ

b2αλ − b
. (4.43)

Redot P2 =

∞∑
a=2

b−2αλa e konvergenten za proizvolen izbor na vrednosti za
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α > 1
2 i 0 < λ ≤ 1 i vo toj sluqaj ima vrednost

P2 =
b−2αλ

b2αλ − 1
. (4.44)

Od (4.42), (4.43) i (4.44) za Z2 se dobiva

Z2 =
(b− 1)2

(b2αλ − 1)(b2αλ − b)
b−2αmλ. (4.45)

Sega od (4.36), (4.41) i (4.45) sleduva

S2 ≤
γλ(b− 1)2b−2αmλ(b2αλ+1 − b+ bαλ − b)

(b2αλ − 1)(b2αλ − b)(bαλ − b)
,

odnosno

S2 ≤
γλ(b− 1)2(b2αλ+1 + bαλ − 2b)

(b2αλ − 1)(b2αλ − b)(bαλ − b)
b−2αmλ. (4.46)

Od (4.31), (4.32), (4.33), (4.35) i (4.46) sleduva

ΣA = 1 + S1 + S2

≤ 1 + γλ
(b− 1)(b3αλ − b2αλ+1 − bαλ+1 + b2 + b− 1)

(b2αλ − 1)(b2αλ − b)(bαλ − b)
b−2αmλ,

pri va�eǌe na uslovot (4.38). Koneqno od uslovot αλ > 1
2 se dobiva

ocenkata

ΣA ≤ 1 + γλ
(b− 1)(bαλ + b2 − 2b)

(b2αλ − b)(bαλ − b)
b−2αmλ. (4.47)

Za presmetuvaǌe ili ocenuvaǌe na sumata ΣB , go razgleduvame bro-

jot na nenulti cifri vo zapisot na brojot bml+k vo broen sistem so os-

nova b. Mo�en e samo eden od slednive tri sluqai: nema nenulti cifri;

ima samo edna nenulta cifra; ima najmalku dve nenulti cifri. So-
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glasno so prethodnata diskusija za ΣB ḱe go koristime pretstavuvaǌeto

ΣB =

∞∑
l=0

bm−1∑
k=0

ρλ(b, α, γ; bml + k)

=
∞∑
l=0

ρλ(b, α, γ; bml) +

bm−1∑
k=1

ρλ(b, α, γ; k) +

∞∑
l=1

bm−1∑
k=1

ρλ(b, α, γ; bml + k)

= Σ1 + Σ2 + Σ3.

(4.48)

Oqevidno e deka va�i ravenstvoto Σ1 =

∞∑
l=0

ρλ(b, α, γ; bml) = ΣA, od kade

sleduva

Σ1 ≤ 1 + γλ
(b− 1)(bαλ + b2 − 2b)

(b2αλ − b)(bαλ − b)
b−2αmλ, (4.49)

pri xto za dobivaǌe na (4.49) e koristeno neravenstvoto (4.47), a pri

pretpostavka deka va�i uslovot (4.38), t.e. va�i uslovot αλ > 1
2 .

Za sumata Σ2 =

bm−1∑
k=1

ρλ(b, α, γ; k) e toqno pretstavuvaǌeto

Σ2 =

m∑
a=1

b−1∑
ka−1=1

ρλ(b, α, γ; ka−1b
a−1)

+

m∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

ρλ(b, α, γ; k)

= Σ′2 + Σ′′2

(4.50)

Da ja presmetame sumata Σ′2.

Σ′2 =

m∑
a=1

b−1∑
ka−1=1

ρλ(b, α, γ; ka−1b
a−1)

= γλ
m∑
a=1

b−1∑
ka−1=1

b−2αλa = γλ
b− 1

b2αλ − 1
− γλ b− 1

b2αλ − 1
b−2αmλ.

(4.51)
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Od neravenstvoto na Jensen (4.18) za Σ′′2 se dobiva

Σ′′2 =

m∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

ρλ(b, α, γ; k)

≤
m∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

(γλb−α(a+j)λ + γλb−2αaλ)

= γλ(Σ
′′(1)
2 + Σ

′′(2)
2 )

(4.52)

Za sumata Σ
′′(1)
2 se dobiva

Σ
′′(1)
2 = (b− 1)2

m∑
a=2

b−αaλ
a−1∑
j=1

b−αjλbj−1

=
(b− 1)2

b(b1−αλ − 1)

m∑
a=2

b−αaλb1−αλ(b(1−αλ)(a−1) − 1)

=
(b− 1)2

b− bαλ
m∑
a=2

(bαλ−1ba(1−2αλ) − b−αλa)

=
(b− 1)2

b− bαλ

[
bαλ+1(bm(1−2αλ)b2αλ−1 − 1)

b2αλ(b− b2αλ)
− bαλ(b−mαλbαλ − 1)

b2αλ(1− bαλ)

]
=

(b− 1)2(1− bαλ)−1

bαλ(b− bαλ)(b− b2αλ)

×
[
b2αλbm(1−2αλ)(1− bαλ) + bαλ+1 − b−mαλbαλ(b− b2αλ)− b2αλ

]
,

odnosno dobien e sledniot rezultat

Σ
′′(1)
2

=
(b− 1)2bαλ

(b− bαλ)(b− b2αλ)
bm(1−2αλ) − (b− 1)2

(b− bαλ)(1− bαλ)
b−mαλ +

(b− 1)2

(bαλ − 1)(b2αλ − b)
(4.53)
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Za sumata Σ
′′(2)
2 imame:

Σ
′′(2)
2 =

m∑
a=2

b−1∑
ka−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
kj−1=1

ka−1b
a−1+(kj−1+1)bj−1−1∑

k=ka−1ba−1+kj−1bj−1

b−2αaλ

= (b− 1)2
m∑
a=2

b−2αaλ
a−1∑
j=1

bj−1 = (b− 1)2
m∑
a=2

b−2αaλ b
a−1 − 1

b− 1

= (b− 1)

m∑
a=2

(ba(1−2αλ)−1 − b−2αλa)

= (b− 1)

[
b1−2αλ (bm(1−2αλ)+2αλ−1 − 1)

b− b2αλ
− b−2αλ (b−2αλm+2αλ − 1)

1− b2αλ

]
=

(b− 1)

b− b2αλ
bm(1−2αλ) − (b− 1)

1− b2αλ
b−2αλm +

(b− 1)2

(1− b2αλ)(b− b2αλ)
.

(4.54)

Od (4.52), (4.53) i (4.54) se dobiva

Σ′′2 ≤ γλ
(b− 1)(bαλ+1 − 2bαλ + b)

(b− b2αλ)(b− bαλ)
bm(1−2αλ) − γλ (b− 1)

1− b2αλ
b−2αλm

−γλ (b− 1)2

(b− bαλ)(1− bαλ)
b−αλm + γλ

(b− 1)2(bαλ + 2)

(1− b2αλ)(b− b2αλ)
.

(4.55)

Sega za Σ2 od (4.50), (4.51) i (4.55) sleduva

Σ2 ≤ γλ
(b− 1)

(
b+ (b− 2)bαλ

)
(b− b2αλ)(b− bαλ)

b−m(2αλ−1)

+γλ
(b− 1)2

(b− bαλ)(bαλ − 1)
b−αλm + γλ

(b− 1)(bαλ + b− 2)

(1− bαλ)(b− b2αλ)
.

(4.56)

Sega sleduva presmetuvaǌe na sumata

Σ3 =

∞∑
l=1

bm−1∑
k=1

ρλ(b, α, γ; bml + k).

Za da ja presmetame ili ocenime sumata Σ3 od kluqen interes

se dvete cifri so najvisoka va�nost na brojot bml + k, pa od taa

priqina gornata suma Σ3 najprvo ḱe ja razgledame vo odnos na brojot
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na nenulti cifri na sumiraqkiot indeks l. Mo�en e samo eden od sled-

nive dva sluqai: brojot l vo broen sistem so osnova b ima toqno edna

nenulta cifra; ili brojot l vo broen sistem so osnova b ima barem dve

nenulti cifri. Poradi prethodnata diskusija, ḱe go koristime pret-

stavuvaǌeto

Σ3 =

∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

bm−1∑
k=1

ρλ(b, α, γ; la−1b
m+a−1 + k)

+

∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

bm−1∑
k=1

ρλ(b, α, γ; bml + k)

= Σ′3 + Σ′′3

(4.57)

Za sumata Σ′3 go imame slednoto pretstavuvaǌe

Σ′3 =

∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

bm−1∑
k=1

ρλ(b, α, γ; la−1b
m+a−1 + k)

=

∞∑
a=1

b−1∑
la−1=1

m∑
µ=1

b−1∑
kµ−1=1

(kµ−1+1)bµ−1−1∑
k=kµ−1bµ−1

ρλ(b, α, γ; la−1b
m+a−1 + kµ−1b

µ−1 + . . .)

≤ γλ(b− 1)2
∞∑
a=1

m∑
µ=1

(kµ−1+1)bµ−1−1∑
k=kµ−1bµ−1

(b−α(m+a+µ)λ + b−2α(m+a)λ),

odnosno dobiena e formulata

Σ′3 ≤ γλ(b− 1)2(Σ
′(1)
3 + Σ

′(2)
3 ). (4.58)

Za presmetuvaǌe na sumata Σ
′(1)
3 imame:

Σ
′(1)
3 =

∞∑
a=1

m∑
µ=1

(kµ−1+1)bµ−1−1∑
k=kµ−1bµ−1

b−α(m+a+µ)λ =

∞∑
a=1

b−αaλ
m∑
µ=1

b−αµλ
(kµ−1+1)bµ−1−1∑
k=kµ−1bµ−1

b−αmλ

= b−αmλ
∞∑
a=1

b−αaλ
m∑
µ=1

b−αµλbµ−1 =
b−αmλ

b

∞∑
a=1

b−αaλ
m∑
µ=1

bµ(1−αλ),
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t.e. se dobi formulata

Σ
′(1)
3 =

b−αmλ

b
b1−αλ

b(1−αλ)m − 1

b1−αλ − 1

∞∑
a=1

b−αaλ (4.59)

Beskoneqniot geometriski red
∞∑
a=1

b−αaλ koj se javuva vo (4.59) e konver-

genten za sekoj izbor na α > 1
2 i 0 < λ ≤ 1 i ima vrednost

1

bαλ − 1
, pa

ottuka sleduva deka

Σ
′(1)
3 =

b−αmλ − b(1−2αλ)m

(bαλ − 1)(bαλ − b)
(4.60)

Sega da ja presmetame sumata Σ
′(2)
3 .

Σ
′(2)
3 =

∞∑
a=1

m∑
µ=1

(kµ−1+1)bµ−1−1∑
k=kµ−1bµ−1

b−2α(m+a)λ = b−2αλm b
m − 1

b− 1

∞∑
a=1

b−2αλa (4.61)

Beskoneqniot geometriski red
∞∑
a=1

b−2αλa koj se javuva vo (4.61) e konver-

genten za sekoj izbor na α > 1
2 i 0 < λ ≤ 1 i ima vrednost

1

b2αλ − 1
, od kade

xto sleduva

Σ
′(2)
3 =

b(1−2αλ)m − b−2αmλ

(b− 1)(b2αλ − 1)
(4.62)

Od (4.58), (4.60) i (4.62) za Σ′3 se dobiva

Σ′3 ≤ γλ(b− 1)2

×
[

b−αλm

(bαλ − 1)(bαλ − b)
− b−2αmλ

(b− 1)(b2αλ − 1)
+

(bαλ(2− b)− 2b+ 1)b(1−2αλ)m

(b− 1)(bαλ − b)(b2αλ − 1)

]
.

(4.63)
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Za sumata Σ′′3 go imame slednoto pretstavuvaǌe:

Σ′′3 =

∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

bm−1∑
k=1

ρλ(b, α, γ; bml + k)

≤ γλ
∞∑
a=2

b−1∑
la−1=1

a−1∑
j=1

b−1∑
lj−1=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

bm−1∑
k=1

(b−α(m+a+m+j)λ + b−2α(m+a)λ)

= γλ(b− 1)2(bm − 1)

∞∑
a=2

a−1∑
j=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

(b−α(2m+a+j)λ + b−2α(m+a)λ)

= γλ(b− 1)2(bm − 1)

∞∑
a=2

a−1∑
j=1

bj−1(b−α(2m+a+j)λ + b−2α(m+a)λ),

odnosno se dobiva neravenstvoto

Σ′′3 ≤ γλ(b− 1)2(bm − 1)(Σ
′′(1)
3 + Σ

′′(2)
3 ). (4.64)

Za presmetuvaǌe na sumata Σ
′′(1)
3 imame

Σ
′′(1)
3 =

∞∑
a=2

a−1∑
j=1

la−1b
a−1+(lj−1+1)bj−1−1∑

l=la−1ba−1+lj−1bj−1

b−α(2m+a+j)λ = b−α2mλ−1
∞∑
a=2

b−αaλ
a−1∑
j=1

bj(1−αλ)

= b−α2mλ−1
∞∑
a=2

b−αaλb1−αλ
b(1−αλ)(a−1) − 1

b1−αλ − 1
=
b−α2mλ−αλ

b1−αλ − 1

∞∑
a=2

(ba(1−2αλ)+αλ−1 − bαλa),

odnosno

Σ
′′(1)
3 =

b−α2mλ

b− bαλ

(
bαλ−1

∞∑
a=2

ba(1−2αλ) −
∞∑
a=2

b−αλa

)
. (4.65)

Geometriskiot red
∞∑
a=2

b−αaλ, koj se javuva za Σ
′′(1)
3 vo (4.65) e konvergenten

za sekoj izbor na α >
1

2
i 0 < λ ≤ 1 i ima vrednost

b−αλ

bαλ − 1
; a beskrajniot

geometriski red
∞∑
a=2

ba(1−2αλ) koj se javuva vo (4.65) e konvergenten za

vrednosti na α i λ za koi va�i uslovot αλ >
1

2
, i ima vrednost

b2−2αλ

b2αλ − b
,
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pa od tuka za Σ
′′(1)
3 se dobiva

Σ
′′(1)
3 =

b−α2mλ

b− bαλ

(
bαλ−1 b2−2αλ

b2αλ − b
− b−αλ

bαλ − 1

)
=
b−α2mλ

b− bαλ

(
b1−αλ

b2αλ − b
− b−αλ

bαλ − 1

)
,

od kade za Σ
′′(1)
3 se dobiva

Σ
′′(1)
3 =

1

(b2αλ − b)(bαλ−1)
b−2αλm. (4.66)

Sega da ja presmetame sumata Σ
′′(2)
3 .

Σ
′′(2)
3 =

∞∑
a=2

a−1∑
j=1

bj−1b−2α(m+a)λ = b−2αmλ
∞∑
a=2

b−2αaλ
a−1∑
j=1

bj−1 =

= b−2αmλ
∞∑
a=2

b−2αaλ b
a−1 − 1

b− 1
=
b−2αmλ

b− 1

∞∑
a=2

(ba(1−2αλ)−1 − b−2αaλ).

Beskrajniot geometriski red
∞∑
a=2

ba(1−2αλ)−1 e konvergenten pri va�eǌe

na uslovot αλ >
1

2
, a redot

∞∑
a=2

b−2αaλ e konvergenten za sekoj izbor na

paramet-rite α >
1

2
i 0 < λ ≤ 1, od kade sledi

Σ
′′(2)
3 =

1

(b2αλ − b)(b2αλ−1)
b−2αλm. (4.67)

Od dobienite rezultati vo (4.66) i (4.67) sledi

Σ′′3 ≤
γλ(b− 1)2(bαλ + 2)

(b2αλ − 1)(b2αλ − b)
(b−m(2αλ−1) − b−2αλm). (4.68)

Koneqno za sumata Σ3, spored dobienite rezultati vo (4.57), (4.63) i
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(4.68) se dobiva slednoto neravenstvo:

Σ3 ≤ γλ(b− 1)

×
[

(b− 1)b−αλm

(bαλ − 1)(bαλ − b)
− (bαλ − 2 + b)b−2αmλ

(bαλ − 1)(b2αλ − b)
+

(bαλ(2− b)− b)b(1−2αλ)m

(bαλ − b)(b2αλ − b)

]
.

(4.69)

Od (4.48), (4.49), (4.56) i (4.69) za ΣB se dobiva

ΣB ≤ 1 +
γλ(b− 1)3bαλ

(b2αλ − b)(bαλ − b)(bαλ − 1)
b−2αλm +

γλ(b− 1)(bαλ + b− 2)

(bαλ − 1)(b2αλ − b)
. (4.70)

Od (4.47) i (4.70) za (4.28) se dobiva

e2λ(C ′1, . . . , C
′
s) ≤ −1 + (1− 1

bm
)

s∏
j=1

[
1 + γλj

(b− 1)(bαλ + b2 − 2b)

(b2αλ − b)(bαλ − b)
b−2αmλ

]

+
1

bm

s∏
j=1

[
1 +

γλj (b− 1)3bαλ

(b2αλ − b)(bαλ − b)(bαλ − 1)
b−2αλm +

γλj (b− 1)(bαλ + b− 2)

(bαλ − 1)(b2αλ − b)

]
,

so xto e doka�ana toqnosta na Teorema 4.4 (i).

Dokazot na toqnosta na tvrdeǌeto vo Teorema 4.4 (ii) sleduva

neposredno od izlo�enite i doka�ani rezultati vo Teorema 4.4 (i).
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Otvoreni problemi, svrzani so disertacijata

Vo voj del na disertacijata nakratko ḱe izlo�ime nekolku

otvoreni problemi, tesno svrzani so rezultatite dobieni vo tezata.

• 1. Da se dobie opxta ocenka od levo na (W(b); γ)−dijafonijata na

proizvolna s−dimenzionalna niza.

• 2. Da se dobie opxta ocenka od levo na (W(b); γ)−dijafonijata na

proizvolna s−dimenzionalna mre�a.

Na toj naqin ḱe se dobijat najdobrite mo�ni redovi na gole-

mina na (W(b); γ)−dijafonijata na proizvolna s−dimenzionalna niza

i proizvolna s−dimenzionalna mre�a. Naxite oqekuvaǌa se deka

konkretno vo ednodimenzionalniot sluqaj, dobieniot red na golemina

O
(

1

N

)
vo Glava 3 na ovaa teza za (W(b); γ)−dijafonijata na proizvolna

Obopxtena niza na Van der Korput, ḱe se sovpadne so taa opxta ocenka

od levo, koja bi bila validna za dimenzija s = 1.

Dobieniot rezultat vo Teorema 4.2 vo ovaa teza, va�i za speci-

jalen izbor na parametarot α = 2. Vo vrska so toj fakt ja postavuvame

za rexavaǌe slednata zadaqa:

• 3. Da se ispita dali e mo�no vo definicijata na koefi-

223
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cientite ρ(b; γ; k) so formulata (3.4) da se realizira poopxt

pristap so voveduvaǌe na dopolnitelen parametar α, taka xto

bi se dobila nova definicija na koeficientite ρ(·) i soodvetno

(W(b); γ)−dijafonijata. So toa bi se dobil analog na Teorema 4.2,

koj bi bil toqen za sekoja vrednost na parametarot α > 1, a ne samo

za α = 2.

Uxte poveḱe, vo definicijata na koeficientite ρ(b; γ; k) vo for-

mulata (3.4) uqestvuvaa samo najvisokite (prvite) dva znaqajni razredi

(na nenultite cifri) vo razvojot na k vo broen sistem so osnova b. Vo

vrska so toa, ja postavuvame za rexavaǌe i slednata zadaqa:

• 4. Da se vovede nov parametar β koj ḱe go poka�uva brojot na

znaqajnite razredi vo razvojot na k vo broen sistem so osnova b.

Praktiqno, vo formulata 3.4 parametarot β bi imal vrednost

β = 2. So taka dobienata ”dijafonija od najopxt vid”, koja bi zavisela

od uxte od dva novi parametri, bi sleduvalo rexavaǌe na slednite dve

zadaqi:

• 5. Da se dobie opxta ocenka od levo na novata ”dijafonija od

najopxt vid” na proizvolna s−dimenzionalna niza.

So rexavaǌe na ovaa zadaqa bi se odgovorilo na postavenata

hipoteza vo paragraf 3.4.

• 6. Da se doka�e toqnosta na hipotezata od paragraf 3.4: deka

redot na golemina O
(

1

N

)
se dostignuva za novata ”dijafonija od

najopxt vid”.

Vo Definicija 3.1 e iskoristen funkcionalniot sistem na Volx.

Toj sistem ima svoi prirodni obopxtuvaǌa, kako xto e Volx- funkci-
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onalniot sistem nad koneqni grupi i Volx- funkcionalniot sistem nad

koneqni poliǌa. Vo taa smisla e interesna i slednata zadaqa:

• 7. Da se konstruira opxt pristap vo definiraǌe na dijafonija,

koj bi zavisel od veḱe predlo�enite dva parametri, no koj bi

bil baziran vrz koristeǌeto na Volx- funkcionalniot sistem nad

koneqni grupi i Volx- funkcionalniot sistem nad koneqni poliǌa.

Vo Glava 4 na ovaa disertacija bea izlo�eni nekolku idei, koi

bi mo�elo da se koristat vo rexavaǌeto na slednata zadaqa:

• 8. Da se razgledaat Korobovi prostori od funkcii i da se ispita

dobivaǌeto na toqni formuli za grexkata-vo-najlox-sluqaj na

Kvazi-Monte Karlo integriraǌeto vo tie prostori. Da se istra�i

vrskata pomeǵu grexkata-vo-najlox-sluqaj na integriraǌeto i no-

vata ”dijafonija od najopxt vid”.

Vo ovaa lista bi mo�ele da nabroime uxte dosta otvoreni

zadaqi, no sepak tuka ḱe go zavrxime nabrojuvaǌeto so slednata zadaqa:

• 9. Da se izgotvat kolku e mo�no poveḱe kompjuterski simulacii za

ovie dosta slo�eni matematiqki modeli, izlo�eni vo disertaci-

jata.
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