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ДЕФИНИРАЊЕ НА ФОРМА НА ЛАК ПРИ ДЕЈСТВО НА 
ХОРИЗОНТАЛЕН ТОВАР ПРЕКУ АНАЛИЗА НА ПОТИСНА ЛИНИЈА  

Теодора МИХАЈЛОВСКА1, Ана ТРОМБЕВА - ГАВРИЛОСКА1 

АПСТРАКТ 

Во овој труд е презентиран метод за дефинирање на формата на лак при дејство на сопствена 
тежина и хоризонтален товар кој дејствува во рамнината на лакот. Постапката за дефинирање 
форма е базирана на анализа на потисната линија на лакот, метод на рамнотежа кој графички ја 
дефинира минималната дебелина на лакот при гравитација и хоризонтално натоварување. 
Потисната линија на лакот е определена  преку методолошка примена на графичка статика 
односно дводимензионални дијаграми на сила, кои дефинираат форми кои можат да се 
спротивстават на предвидениот хоризонтален товар и сопствената тежина обезбедувајќи пренос 
на силите на притисок.  

Целта на истражувањето е да се идентификуваат геометрии кои обезбедуваат стабилна форма на 
лак и рационална распределба на материјалот. Наместо класична оптимизација, применет е 
геометриски пристап базиран на формата на потисната линија, анализирана за наизменичен 
хоризонтален товар во две насоки. Како резултат се добиваат две потисни линии, чијашто 
анвелопа, односно површина што тие ја зафаќаат, ја дефинира формата на лакот и се разгледува 
како индиректен индикатор за стабилност и ефикасност. 

Во трудот се презентирани резултати од анализата за влијанието на иницијалната форма на лак, 
при дејство на хоризонтален товар со различен интензитет што овозможува евалуација на 
предложениот пристап и неговата примена во контекст на дефинирање на форма. 
Клучни зборови:  графичка статика; потисна линија; дефинирање на форма; хоризонтален товар; лак 
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1. ВОВЕД 

Дефинирањето на формата на лаците претставува предмет на опширни истражувања, од кои 
најголем дел се фокусирани на анализа на постоечки конструкции, занемарувајќи го 
обликувањето на различните форми на лаци, соодветно за специфични услови на товарење. 
Конкретно, дефинирањето на формата на лаци најчесто подразбира дефинирање на форма при 
дејство на вертикален товар, односно сопствена тежина на конструкцијата, додека прашањето за 
дефинирање на соодветна форма на лаци при дејство на хоризонтални товари се третира 
ограничено. 

Истражувањето на формата на лаците има значајна улога во развојот на методите за дефинирање 
на форма, започнувајќи од публикациите на Hooke, каде е наведено дека „вистинската 
математичка и механичка форма на лаците е пресликаната форма на висечки синџир“ [1]. 
Анализата на потисната линија е метод на рамнотежа по аналогијата на висечкиот синџир на 
Hooke, во кој формата на висечкиот синџир дефинира катенарна крива (катенарија), односно ја 
илустрира потисната линија на лакот која претставува теоретска линија на пренос на силите на 
притисок. 

Hooke не ја дефинирал математичката равенка на катенарната крива, сметајќи ја кубната 
парабола за еквивалентна, и ја применил во прелиминарните дизајни на лаци и куполи [2]. 
Формата на катенаријата математички прв ја опишал Gregory во труд објавен во 1697 година [3], 
имплементирајќи ја насоката на Hooke за решавање на проблемот на идеалната статичка форма 
на лакот, со своето истражување Gregory ја дефинирал основата на теоријата на потисната 
линија: лак чијашто оска на закривување не е формирана според потисната линија е стабилен 
кога потисната линија од предвидениот товарен случај лежи целосно во рамки на формата на 
лакот. 

Формата на бескрајно тенок теоретски лак на катенаријата била дефинирана од страна на 
Bernoulli [4], додека определувањето на линијата на потисок за даден товарен случај било 
презентирано од Emerson [5] и Hutton [6], [7]. Анализата на потисната линија била ригорозно 
формулирана од Moseley [8], со прецизни математички дефиниции понудени од Milankovitch [9], 
за кој концепт е развиено аналитичко решение попрецизно дефинирано како локус на точките на 
притисок од страна на Ochsendorf [10]. 

Еден од пристапите за определување на потисната линија на лак е примена на графичка статика, 
односно конструкција на дводимензионални дијаграми на сили. Преку дефинирање на 
реципрочен дијаграм, односно дијаграм на форма и дијаграм на сили, може да се добие 
апроксимација на потисната линија и да се анализира рамнотежата на лакот за даден систем на 
надворешни сили. Вака дефинираната потисна линија претставува не само метод за анализа на 
постоечки лаци, туку и средство за дефинирање на форма според зададен товарен случај, 
вклучително и хоризонтален товар од наизменичен карактер. 

2. ДЕФИНИРАЊЕ НА ПОТИСНА ЛИНИЈА НА ЛАК ПРИ ДЕЈСТВО НА 
ВЕРТИКАЛЕН ТОВАР 

Потисната линија на лак може да биде определена со примена на нумерички методи [11], [12], 
[13], [14], експериментални резултати од моделот на висечки синџир [1], [13], [15], [16], како и 
со примена на графички методи.  

Еден од методите за дефинирање на потисната линија е примена на графичка статика, односно 
конструкција на дводимензионални дијаграми на сили. За лак со неправилна форма, дефинирајќи 
го реципрочниот дијаграм на сили може да биде конструиран верижен полигон, кој претставува 
апроксимација на потисната линија илустрирајќи ја статичката рамнотежа и преносот на сили. 
За целите на графичка анализа потребно е лакот да биде поделен на дискретни делови кои 
веродостојно треба да ја претставуваат неговата реална структура. Различните сегменти, 
пропорционални на нивната соодветна тежина, се третираат како концентрирани сили кои 
дејствуваат по нападните линии во тежиштето на секој поодделен сегмент. 
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Големината и насоката на резултантата се определува конструирајќи верижен полигон на сили 
преку исцртување на план на концентрираните сили пропорционални на тежината на 
поодделните сегменти, Wi. Правецот се определува со исцртување на полови зраци кои 
започнуваат од избраниот пол, произволна точка О, а завршуваат до почетната, односно крајната 
точка на секој вектор. Започнувајќи од точка А, којa лежи на потпората на лакот во полето I, се 
конструира правец паралелен на половиот зрак „О1“ сѐ до пресечната точка со нападната линија 
на првиот сегмент на лакот, со што се конструира првата страна на верижниот полигон од точката 
А до пресечната точка. Од дефинираната пресечна точка се повлекува правец паралелен на 
наредниот полов зрак определувајќи пресечна точка со нападната линија на следниот сегмент, а 
повторувајќи ја постапка за сите полови зраци се определува иницијалната линија на потисок. 

Следејќи ја оригиналната аналогија на Hooke, потисната линија на висечки синџир може да биде 
дефинирана со прикачување на тежини еквивалентни на соодветните сегменти на лакот вдолж 
синџирот, Сл.1(a). Потисната линија која целосно лежи во рамки на формата на лакот и 
претставува валидна состојба на рамнотежа може да биде дефинирана преку итеративно 
поместување на положбата на полот О вдолж правецот а – а, каде што хоризонталното растојание 
H од полот до нападната линија на резултатната на товарите ја определува хоризонталната 
потисна сила во системот, со која лакот врши потисок нанадвор Сл.1(б). Исто така анализирајќи 
го обликот на дијаграмот на сили може да бидат  изолирани различните затворени векторски 
триаголници кои ја прикажуваат рамнотежата на секој блок во лакот, Сл.1(в). 

 

 

3. ДЕФИНИРАЊЕ НА ПОТИСНА ЛИНИЈА НА ЛАК ПРИ ДЕЈСТВО НА 
КОМБИНАЦИЈА ОД ХОРИЗОНТАЛЕН И ВЕРТИКАЛЕН ТОВАР 

Методот за дефинирање на потисна линија на лак со примена на графичка статика опишан 
претходно, може да биде модифициран со дополнително влијание на хоризонтални товари. Во 
тој случај на секој сегмент дејствува резултанта сила, односно пар од вертикална и хоризонтална 

Сл. 1. Анализа на рамнотежа на лак: (а) можна потисна линија и еквивалентната 
ланчаница; (б) дијаграм на сили; (в) рамнотежата на сегмент од лакот 
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сила, каде хоризонталната сила е пропорционална на влијанието на земјиното забрзување g врз 
вертикалната компонента, која ја претставува сопствената тежина на сегментот, Сл. 2. 

 

Сл.2. Дефинирање форма на лак под дејство на вертикален и хоризонтален товар: (а) можна потисна 
линија и еквивалентната ланчаница; (б) дијаграм на сили; (в) рамнотежата на сегмент од лакот 

Методот за дефинирање на форма, презентиран во ова истражување, базира на анализа на 
потисната линија при дејство на комбиниран товарен случај од вертикални и хоризонтални 
товари во рамнината на лакот. Процесот на дефинирање на форма започнува со избор на 
произволен лак со распон s и висина h, предвидени во процесот на проектирање, кој  се дели на 
𝑛𝑛 дискретни сегменти, при што секој сегмент претставувајќи еден блок. Бројот на сегменти 
зависи од материјалот предвиден за изведба на лакот, при што за симулација на ѕидан лак се 
користат помал број сегменти, додека за симулација на лаци изведени од монолитни материјали 
како бетон се предвидуваат поголем број на сегменти. Линијата на потисок која ја прикажува 
рамнотежата на силите во лакот се дефинира преку дијаграм на сили конструирање користејќи 
го методот на графичка статика, Сл. 3. Потисната линија се конструира согласно постапката 
дефинирана во точка 2., при што за дефинираната линија на потисок земена е предвид само една 
насока на хоризонталниот товар. Доколку првично дефинираниот лак не ја опфаќа соодветната 
линија на потисок, односно истиот не е стабилен за предвидените товари, местоположбата на 
полот итеративно се прилагодува со цел  да биде постигната бараната висина на лакот и да биде 
дефинирана нова соодветна форма на лак. За да се земе во предвид алтернативната насока на 
хоризонталниот товар, може да се направи пресликување на потисната линија во однос на оската 
на симетрија на лакот. 
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Сл. 3. За иницијален параболичен лак, (a) потисната линија и еквивалентниот висечки синџир ; (б) 
статичка рамнотежа прикажана преку дијаграм на сили; (в) рамнотежа на еден сегмент на лакот 

4. ВЛИЈАНИЕ НА ИНИЦИЈАЛНАТА ГЕОМЕТРИЈА НА ЛАКОТ ВРЗ ПОТИСНАТА 
ЛИНИЈА 

Имајќи предвид дека  алгоритамот за дефинирање на форма базира на линија на потисок на 
произволен лак со стандардна геометрија, лаци кои имаат различна иницијална геометрија ќе 
дефинираат различен облик на линијата на потисок. Исто така, дијаграмот на сили е сразмерен и 
независен од материјалот предвиден за изведба на лакот, бидејќи дефинираната форма на лакот 
е заснована исклучиво на рамнотежата на силите и не зависи од конкретните механички својства 
на материјалот, сè додека истиот може да ги пренесува внатрешните статички големини.  .   

Анализата на влијанието кое иницијалната геометрија на лакот го има врз дефиницијата на 
потисната линија е спроведена на кружен, параболичен и катенарен облик на лак. Реалните 
димензии на лакот немаат влијание на формата на потисната линија, меѓутоа влијаат на нејзината 
големина, при што параметарот сооднос висина  распон, (𝑐𝑐) влијае на дефинираната форма. 
Методот за дефинирање на форма може да биде применет кај лаци со различен сооднос помеѓу 
висината и распонот, при тоа имајќи предвид дека  поголемиот сооднос помеѓу висината и 
распонот резултира со лак кој е поранлив на хоризонталните товари. 

Анализата е спроведена за трите форми на лак со висина h = 4 m и распон s = 8 m, кај кои 
соодносот помеѓу висината и распонот е дефинирана како параметар 𝑐𝑐 = 1

2� , Сл. 4 (а). 
Анализата е спроведена за дејство на вертикален товар од сопствена тежина и константен 
хоризонтален товар, кој дејствува наизменично во двете насоки. Дефинираните лаци 
претставуваат основа за конструирање на дводимензионалниот дијаграм на сили преку кој се 
дефинира потисната линија на лакот. Влијанието на  наизменичниот константен хоризонтален 
товар резултира со дефиниција  на две потисни линии за секој лак, при што зафатената површина 
помеѓу двете дефинирани линии на потисок ја претставува дефинираната форма на лакот, Сл. 4 
(б). 
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Сл. 4. Дефинирање на форма на лак (a) Иницијална геометрија  (б) Дефинирана форма со минимална 

зафатена површина од линиите на потисок 

Во анализата разгледувани се различните релативни поместувања на двете потисни линии d, 
односно определено е хоризонталното поместување на линијата од нејзината почетна положба 
од првично дефинираните лежишта на иницијалниот лак. Целта е оптимизација на целокупната 
форма на лакот преку намалување на површината зафатена од линиите на потисок А, односно  
дефинирање на форма кај која најголем дел од волуменот е сконцентриран во зоната кај 
потпорите, пропратено со намалување на напречниот пресек по висината на лакот. 
Максималната вредност на d е дефинирана како поместување при кое највисоките точки на двете 
потисни линии приближно се преклопуваат, зависно од интензитетот на хоризонталниот товар. 

Со цел да биде задржан корисниот распон на лакот при поместување на потисната линија, за 
дефинирање на распонот на иницијалниот лак е земен збир на предвидениот распон и 
предвиденото поместување, Сл. 5. Во случај кога релативното поместување d=0, иницијалниот 
лак, независно од неговата форма, има распон 𝑠𝑠 и висина ℎ, каде што крајните точки на потисните 
линии се совпаѓаат со лежиштата 𝐴𝐴≡𝐴𝐴0≡𝐵𝐵′ и 𝐵𝐵≡𝐵𝐵0≡𝐴𝐴’, Сл.5 (а). Во случај кога релативното 
поместување d≠0, односно потисната линија е поместена кон десно за определено растојание d, 
за да се задржи истиот корисен распон меѓу точките 𝐵𝐵′ и 𝐵𝐵, иницијалниот лак е проширен на 
двете страни за половина од должината на поместувањето d, така што вкупниот распон станува 
s+d. При оваа промена се зголемува должината на иницијалниот лак , додека крајните точки на 
потисната линија не се поклопуваат со положба на лежиштата, 𝐴𝐴≢𝐴𝐴0≢𝐵𝐵′ и 𝐵𝐵≢𝐵𝐵0≢𝐴𝐴’, Сл. 5 (б). 
Вклучувањето на должината на релативното поместување при дефинирањето на иницијалниот 
распон овозможува прецизна контрола на позицијата на потисната линија и задржување на 
корисниот распон на дефинираната форма на лакот, меѓутоа ги зголемува иницијалните 
вредности на товарите. 

Сл. 5. Промени во иницијалната геометрија на лак при поместување на пресликаната потисна 
линија 
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5. РЕЗУЛТАТИ И АНАЛИЗА 

Со цел да се дефинира иницијалната геометрија на лак, која е основа за понатамошното 
дефинирање на формата, како и да се утврди степенот на влијание на иницијалната геометрија 
на лакот врз дефинираната потисна линија, анализирана, материјална ефикасност на добиените 
лаци. Во референтната рамка преку која е спроведена споредбата на нумерички определените 
резултати, материјалната ефикасност е дефинирана како вкупна површина зафатена од линиите 
на потисок А, разгледувана  за трите карактеристични форми на лаци, при различен интензитет 
на хоризонтален товар од 0,15g, 0,30g, 0,45g, во однос на релативното поместување на потисинте 
линии d во однос на распонот s изразено во проценти, Сл. 6.  

 

 

Сл. 6 Споредба на вкупната зафатена површина од линиите на потисок А при различно релативно 
поместување d кај катенарен, параболичен и кружен лак при хоризонтално забрзување од 0,15g; 0,30g и 

0,45g 

Од анализата на нумеричките резултати може да се заклучи дека  кривите за трите форми на лаци 
имаат ист облик, односно  површината е најголема при нулто поместување, по што доаѓа до 
намалување, достигнувајќи минимум по кој кривата  почнува повторно да расте сѐ до вредност 
приближно еднаква на почетната.  

Од Сл. 6 може да се заклучи дека при зголемување на хоризонталниот товар од 0,15g на 0,30g па 
се до 0,45g доаѓа до зголемување на сите вредности на површината, што укажува на влијанието 
на интензитетот на хоризонталниот товар врз целокупната геометрија на лакот. Имено, при 
зголемување на интензитетот на хоризонталниот товар доаѓа до поголеми поместувања на 
јазлите на потисната линија во правец на дејство на товарот, а со тоа и до зголемување на 
максималното можно релативно поместување. 

При дејство на  хоризонтален товар со интензитет од 0,15 g пресметаната стандардна девијација 
помеѓу катенарен и параболичен облик на лак изнесува 0,0794 единици, со коефициент на 
варијација 2,9861%. Кај кружен облик на лак стандардната пресметана девијација во однос на 
другите два облици на лаци изнесува 0,2617 единици, со коефициент на варијација од 9,3254%. 
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При дејство на  хоризонтален товар со интензитет од 0,30 g разликата помеѓу трите облици на 
лаци се намалува и пресметаната стандардна девијација изнесува 0,1376 единици, со коефициент 
на варијација 2,4785%, додека при дејство на хоризонтален товар со интензитет од 0,45 g, 
пресметаната стандардна девијација изнесува 0,2270 единици, со коефициент на варијација 
2,1226%.  

Без разлика на интензитетот на хоризонталниот товар пресметаните вредности кај 
параболичниот и катенарниот лак имаат стабилен однос;  при помали вредности на релативното 
поместување 𝑑𝑑, параболичниот лак дефинира најмала зафатена површина А, како што се 
зголемува поместувањето, површината кај параболичниот лак расте побрзо отколку кај 
катенарниот, кој станува поконкурентен за повисоки вредности на 𝑑𝑑. Важно е да се нагласи дека 
разликите во површините помеѓу параболичниот и катенарниот лак се минимални, меѓутоа, 
параболичниот лак има најниска апсолутна минимална вредност на површината при сите 
разгледувани интензитети на хоризонтален товар. Од друга страна, кружниот лак покажува 
значително понепредвидливо однесување, при што во некои интервали генерира површини 
слични на другите два лаци, меѓутоа неговите вредности се генерално повисоки и подложни на 
поголеми варијации.  

Визуелна споредба на пресметаните резултати, линии на потисок и површина која ја зафаќаат, за 
катенарен, параболичен и кружен облик на лак при дејство на хоризонтален товар од 0,30g се 
прикажани на Сл. 7. Линијата на потисок во суштина претставува континуирана крива што ја 
дефинира патеката на пренос на силите на притисок низ лакот, меѓутоа со примената на 
дводимензионалниот дијаграм на сили кој се состои од прави линии, истата е апроксимирана со 
полилинија составена од конечен број прави сегменти. Точноста на оваа апроксимација во голема 
мера зависи од бројот и распределбата на сегментите, при што во одредени делови, особено во 
критичните зони како што се лежиштата, доколку сегментите се предолги или неадекватно 
распределени, линијата на потисок визуелно се доближува до форма на полигон со праволиниски 
делови, што не соодветствува со реалната крива. 

Може да се заклучи дека пресметаните вредности за зафатена површина А за трите различни 
облици на лаци постигнуваат најмала вредност, за сличен сооднос d/s од околу 12%, при што кај 
катенарен облик на лак минималната вредност е достигната при поместувања од 12,875% (d = 
103cm), кај параболичен облик на лак при поместувања од 12,375% (d = 99cm), додека кај кружен 
облик на лак при поместувања од 12,500% (d = 100cm). Разликата помеѓу трите облици на лаци 
е минимална и пресметаната стандардна девијација изнесува 2,08 единици, со коефициент на 
варијација 2.07%. 

Со оглед на малите разлики помеѓу катенарниот и параболичниот лак и попрецизната 
дефиниција на потисната линија. Со зголемување на интензитетот на хоризонталниот товар се 
зголемуваат хоризонталните поместувања на јазлите на потисните линии со што се зголемува 
целокупната зафатена површина дефинирана од нив. Следствено се забележува пораст на 
вредноста на релативното поместување кое резултира со минимална зафатена површина: 
𝑑𝑑=5,875% за хоризонтален товар од 0,15𝑔𝑔, 𝑑𝑑=12,375% за хоризонтален товар од 0,30𝑔𝑔 и 
𝑑𝑑=20,125% за хоризонтален товар од 0,45𝑔𝑔.  

Од Сл.7 може да се заклучи дека најнеповолните форми се добиваат при 𝑑𝑑=0%; зафатената 
површина е најголема, а нејзината распределба е нерационална и концентрирана во горната зона 
на лакот. Со постепено зголемување на вредноста на 𝑑𝑑, зафатената површина се намалува, а 
нејзината распределба станува поповолна, со поголема површина концентрирана во зона на 
потпорите. При оптималните вредности на 𝑑𝑑, површината е најмала, во најголем дел 
концентрирана во зоната на лежиштата намалувајќи се по висина на лакот. За повисоки 
вредности на 𝑑𝑑, зафатената површина се зголемува, меѓутоа целокупната форма е поволна, со 
најголем дел од површината на лакот сконцентрирана во зоната на потпорите и мал напречен 
пресек на највисоките сегменти на лакот.  
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Сл. 7. Споредба на вкупната зафатена површина од линиите на потисок А за различно релативно 

поместување d [%] при хоризонтално забрзување 0,30 g: (а) катенарен; (б) параболичен; (в) кружен лак 

6. ЗАКЛУЧОК 

Процесот на дефинирање на соодветна форма на лак во услови на комбиниран товар од 
вертикални и хоризонтални сили претставува клучен аспект за оптимизација на статичката 
рамнотежа и материјалната ефикасност на лаците. Презентираниот метод базиран на графичка 
статика и конструкција на дводимензионални дијаграми на сили овозможува прецизна 
апроксимација на потисната линија и дефинирање на оптимална форма на лакот, која обезбедува 
стабилност и материјална ефикасност. 

Анализата на влијанието на иницијалната геометрија јасно покажува дека различните типови лаци 
дефинираат релативно слични облици на потисната линија со минимални разлики во зафатената 
површина. Параболичниот лак остварува најниска апсолутна вредност на зафатената површина во 
текот на разгледуваните интензитети на хоризонталниот товар, додека кружниот лак се 
карактеризира со поизразени варијации, што го прави помалку погоден за процесот на дефинирање 
на оптимална форма. Конзистентноста на формата на потисната линија при различни иницијални 
геометрии ја потврдуваат применливоста на предложениот метод, овозможувајќи негов 
понатамошен развој и употреба во изработка на лаци при сложени услови на товарење. 

Дополнително, резултатите ја потврдуваат зависноста на оптималната конфигурација на лакот 
од интензитетот на хоризонталниот товар, каде што зголемувањето на товарот доведува до 
зголемување на релативното поместување на потисната линија и пораст на максмалната зафатена 
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површина. Оптималните вредности на релативното поместување за хоризонтален товар од 0,30g 
изнесуваат приближно 12% од распонот на лакот, при што се постигнува рационална 
распределба на материјалот концентрирана во зоната на лежиштата и намалување на напречниот 
пресек по висината на лакот. 

Презентираниот пристап модификација на почетната геометрија и дефинирање на стабилна и 
ефективна форма на лакот, со земање предвид на дејството на хоризонтални товари за разлика 
од класичните методи кои се ограничени пред сè на вертикални товари, овозможувајќи 
практична примена при проектирање лаци под реални услови на товарење и придонесувајќи кон 
развој на поефикасни и поекономични носиви конструкции. 
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