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RESILIENT STRUCTURES 
ОТПОРНИ КОНСТРУКЦИИ 
 
Resilience refers to the ability of a system or structure to withstand and recover from adversity. In the 
face of natural disasters, climate change and other unforeseen challenges, resilient structures play a vital 
role in ensuring the safety and well-being of communities. It is crucial that we prioritize resilience in 
our design and construction practices to create a more sustainable and secure future. 

One of the primary reasons why resilient structures are essential is their ability to withstand natural 
disasters. Earthquakes, hurricanes, floods, and wildfires pose significant threats to our built 
environment. Resilient structures are designed to resist the forces generated by these disasters, reducing 
the risk of collapse and minimizing damage. By integrating advanced engineering techniques, we can 
design and construct structures that can better withstand the forces of nature. 

The collapse of buildings and infrastructure is a leading cause of casualties during earthquakes and 
extreme weather conditions. By investing in resilient structures, we can significantly reduce the loss of 
life and injuries. Through proper urban planning, evacuation routes, and the incorporation of safety 
features like reinforced concrete shelters, we can ensure that our buildings are not only strong but also 
provide a safe haven during times of crisis. 

Resilient structures are not limited to saving human lives. They also protect the economy and the 
environment. When a disaster strikes, the impact extends beyond the immediate loss of life and property 
damage. Critical infrastructure failures can disrupt supply chains, interrupt essential services, and 
hamper economic recovery. Failure of one bridge caused by earthquake, fire or flood can leave hundreds 
of thousands people trapped and with no connection to the rest of the country. By investing in resilient 
structures, we can minimize the economic losses associated with disasters and speed up the recovery 
process. 

If we go back in time, 60 years ago, on 26th of July 1963, Skopje was struck by a devastating earthquake 
with a magnitude of 6.1. More than 1070 were killed, more than 3000 injured and countless displaced. 
Most of the city was ruined. Obviously, the structures were not so resilient. However, the people of 
Skopje were much more resilient. The whole world and the international community responded with 
compassion and solidarity, offering assistance and support in the monumental task of reconstruction 
coordinated by the United Nations. The reconstruction of Skopje was a colossal undertaking, but it was 
also an opportunity for transformation. The city was redesigned and rebuilt, embracing modern 
architectural styles. Skopje's rise from the ashes today serves as a symbol of hope and resilience.  

Skopje 1963 earthquake is a chronological landmark, evolutional turning point of the Macedonian, as 
well as European structural and earthquake engineering. In 1964 at a conference in Skopje, the European 
association for earthquake engineering was founded. The first structure in the world with modern base 
isolation with rubber bearings was the Pestalozzi primary public school in Skopje, designed and 
constructed in the period 1965-1969. At which stage of implementing base isolation are we now? How 
many hospitals, fire stations, schools, bridges and other crucial structures are designed and constructed 
with base isolation, with appropriate fire resistance and appropriate measures for flood protection? 

Investing in resilient structures requires national strategy and collaboration among various stakeholders. 
Architects, engineers, policymakers and community members must work together to ensure that 
resilience is prioritized in our building codes, regulations and infrastructure planning. Resilient 
structures are the backbone of a resilient society. By fostering a culture of resilience, we can create a 
more prepared and adaptive society. We can create more resilient world, which we can proudly leave to 
the next generations. 
Assoc. Prof. Darko Nakov, 

  
President of MASE 
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АНАЛИЗА НА СИСТЕМИ НА ВРКУТУВАЊА НА САНДАЧЕСТИ 

ПРЕСЕЦИ СО ЕФЕКТИ НА ДИСТОРЗИЈА 

Александра ЧУБРИНОВСКА1, Денис ПОПОВСКИ1, Миле ПАРТИКОВ1 

АПСТРАКТ 

„Ние градиме премногу ѕидови, а нема доволно мостови“ - Исак Њутн. Симболот на мостовите е 

поврзан со човечките желби и аспирации да се поврзат, да истражуваат, да достигнуваат... сето тоа на 

крајот го означува внатрешниот татнеж на вечната потрага по смислата на животот, каде сум сега и 

каде Бог ме води и каде сака да сум... 

Некако слеано со горе кажаното мостовските конструкции општо а особено оние со сандачести главни 

носачи од секогаш биле многу популарни, пред сè поради нивната подобност, подобност која 

произлегува од високиот степен на торзиона и флексиона крутост. Но, не бивајќи совршени, како што 

и ништо овоземно не е совршено, несиметричното натоварување кај сандачестите носачи предизвикува 

појава не само на подолжно свиткување туку и на торзија и дистрозија, двете придружени со појава на 

витоперење. За тенкоѕидни носачи, причински последично поврзано со нивната „физиономија“ 

дисторзијата претставува значајна појава која има влијание врз севкупниот одговор на конструкцијата. 

Сепак, истражувањата на тема дисторзионен одговор кај сандачестите спрегнати носачи се во 

лимитиран број поради комплексноста на проблематиката. Воедно, пресекот се отклонува попречно, 

создавајќи надолжни напрегања кои предвизкуваат намалување на капацитетот на носивоста. Тие 

напрегања може да се контролираат со помош на вкрстени рамки, но деталите на тие елементи може 

да станат скапи. Следствено, за спрегнат носач во анализата мора да биде вклучена разликата во 

крутосните карактеристики помеѓу горниот бетонски појас и долниот челичен појас, преку 

дефинирање на два различни дисторзиони агли, агли кој логички произлегуваат од деформацијата 

напречна на пресекот. Па така, преку два пристапи, аналитички детерминиран преку теоријата за 

тенкоѕидни носачи и аналогијата-Beam on Elastic Foundation и пристап кој користи метод на конечни 

елемти со користење на софтверскиот пакет „ ABAQUS, на два разчични носачи, чист челичен и 

спрегнат пресек се воочува начинот на одговор на сандачестите носачи при несиметрично 

натоварување. Преку што се потврдува важноста од вклучување на крутосните карактеристики на 

напречната рамка од пресекот. 

При тоа, се предлага нов, практичен метод за истражување на дисторзионото однеување на спрегнатите 

сандачести и воедно се нуди корисна алатка за ефикасно проектирање на вкрстени рамки врз основа на 

добро познатата теорија BEF со цел да не се намали носивиот капацитет од витоперењето. 

Клучни зборови: спрегнати сандачести носачи; агол на дисторзиja; витоперење; можданици; носивост на 

смолкнување; BEF аналогија. 
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1. ВОВЕД 

Од инженерски аспект мостовите секогаш претсатвувале објекти од „посебен“ интерес за самите 

градитедли. Пред се поради реалната потреба од нив, потоа поради комплексноста во процесот 

на совладување на механизмот наречен природниот одговор на конструкцијата на надворешните 

влијанија, а можеби и поради „велепноста“ која како придавка им е врачена на мостовските 

конструкции поради самата физиономија. Како и да е, првите две причини со кои се оправдува 

сериозноста на мостовиските конструкции се реални, па така во историјата се правеле напори за 

да се направи чекор напред во градењето на мостовските конструкции.  

Од друга страна мостовските конструкции со сандачести главни носачи од секогаш биле многу 

популарни, пред сè поради нивната подобност, подобност која произлегува од високиот степен 

на торзиона и флексиона крутост. Мостовските конструкции со сандачест напречен пресек 

наоѓаат широка примена, пред сè поради поволниот сооднос помеѓу крутосните карактеристики 

и сопствената тежина (Schlaich & Scheef, 1982; Chen & Yen, 1980). Но, постојаната тенденција за 

намалување на димензиите на напречните пресеци, што е од особено значење и за одредени 

технологии на градење, неизбежно води кон се по вити и по флексибилни конструкции, што како 

последица има поголем ризик од изразени деформации од дејство на торзија, дисторзија и 

витоперење.  

Кај сандачестите носачи со една ќелија, кои се изложени на рамномерен симетричен товар, 

подолжните напрегања можат да се дефинираат преку влијанијата од подолжното свиткување и 

евенетуално, при широки појаси, влијанијата од трансверзалните сили. При несиметрично 

натоварување, рамнинското избочување на напречниот пресек и деформирањето генерираат 

подолжни деформации, што води кон развој на подолжни напрегања на витоперење. Овие ефекти 

може да се многу значајни при проектирањето сложени сандачести носачи, особено во случаи на 

голема витост (ширина – висина) на плочата од напречниот пресек, како и во случаи на 

дијафрагми кои се флексибилни или се поставени на големо растојание по должината на 

распонот. Од друга страна, дали станува збор за бетонски предходнонапрегнат пресек, чист 

челичен или пак спрегнат напречен пресек на сандачестиот носач, има значително влијание во 

распределбата на напрегања и деформации на ниво на пресек. Сепак, истражувањата на тема 

дисторзионен одговор кај сандачест спрегнат носач се во лимитиран број поради комплексноста 

на проблематиката. Дисторзионите нормални напрегања како резултат на витоперење и 

напречните напрегања на свиткување кои се резултат на дисторзијата може да станат доста 

значајни без соодветна рестрикција. Тука се согледува важноста да се анализира однесувањето 

на сандачестите носачи при дејство на несиметрично натоварување бидејќи како резултат на 

истото се јавуваат неколку појави како, еластично свиткување, торзија и дисторзија која од своја 

страна носи деформирање на пресекот во неговата сопствена рамнина и подолжно витоперење 

кое го редуцира носечкиот капацитет на пресекот. Редуцирањето на носивиот капацитет, кое 

произлегува од деформациите кои настануваат со дисторзијата, може да се регулира преку така 

наречени напречни рамки чие проектирање повторно се базира на познатата BEF аналогија.  

Генерално дисторзионото витоперење е компонента од аксијалното поместување од 

витоперењето кое се случува кога пресекот може да се деформира. Напречниот пресек се 

деформира под дејство на несиметричното, дисторзионо натоварување, освен во случај кога 

одредени потпирања или дијафрагми се поставени соодветно. Магнитудата на дисторзијата во 

голема мера зависи од напречната флексибилност на напречниот пресек и од напречните 

моменти на свиткување кои се распределуваат околу самиот сандачест пресек како резултат на 

неговата реакција како рамковен систем. И двете и аксиалното дисторзионо витоперење и 

напречното еластично деформирање се индицирани. Најголемата разлика помеѓу чистиот 

челичен и спрегнатиот пресек секако лежи во тоа што горната фланша кај спрегнатиот е 

бетонска. Крутоста од аспект на деформабилноста на горната бетонска фланша е значително 

поразлична од онаа со која би  се карактеризирала чистата челична плоча-фланша. Заради 

различните крутосни карактеристики кои директно влијаат на деформабилноста на напречниот 

пресек ќе има различна финална распределба на дисторзионите напрегања околу самиот 

сандачест напречен пресек. Земајќи ги предвид споменатите разлики помеѓу крутостите на 

горната бетонска и долната челична фланша, соодветно се дефинираат различни агли на ротации 
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во разгледуваните јазлови точки. Одговорот на сепргнатиот сандачест носач на дисторзија е 

дефиниран преку низа диференцијални равенки кои се произнесени од таканаречениот „energy 

methods“ кој се базира на теоријата за тенкоѕидни носачи. За решавање на диференциалните 

равенки се дефинираат соодветните геометриски карактеристики, дисторзиона константа на 

витоперење 𝐼𝐷𝑤, дисторзиона крутост на рамката 𝐾𝐷𝑤, и сето тоа соодветно за спрегнат пресек. 

Деформацијата на пресекот и распределбата на напрегања како резултат на дисторзиониот товар 

се решава со решавање на диференцијални равенки преку BEF аналогијата. Потоа така добиениот 

одговор на носачот се зема при анализа на подолжната носивост на смолкнување на средствата 

за врска, можданиците. Сето ова се анализира на еден спрегнат сандачест носач анализиран како 

проста греда, при што се прави споредба помеѓу листиот челиен и спрегнатиот пресек и се дава 

аналитички пристап за дефинирање на напречното вкрутување. 

2. ДЕФИНИРАЊЕ НА ОСНОВНАТА РАВЕНКА 

Доколку еден сандачест носач е субјект на дисторзија како појава, тогаш тој ќе одговори со 

деформација во сопствената рамнина на напречниот пресек. Компатибилноста во деформациите 

на јазелот ребро-фланша допринесува ѕидовите кои го формираат пресекот, да се потчинат и 

деформираат во правец на нивните mid-lines, што значи дека ако се земе да мембранските 

дилатации на смолкнување се рамни на нула, се јавува витоперење. Па така секој одговор на 

рамката е помеѓу одворот на оние „слободно деформабини“ и „крури“ напречни пресеци, каде 

степеност на крутост расте симултано и во напречен и во надолжен правец. Согласно Schlaich & 

Scheef (1982) доколку товарот се промени во мала мера и тоа во надолжен правец и доколку 

деформацијата во напречен правец не е спречена, тогаш, пресекот се однесува поблиску до 

слободно дисторзионите рамки. Од друга страна при дејство на концентриран товар или за 

делови во близина на попречни вкрутувања, пристапот на целосно крута рамка е поблиску до 

реалноста (Schlaich & Scheef, 1982). 

 

Сл. 1. Компатибилност на поместувањата при дисторзија 

Редефинирањето на дисторзиониот товар 𝑝𝑑, кој делува на сандачестиот носач, значи симултано 

урамнотежување преку два спрегнати механизми: 

- Подолжно свиткување на фланшите, во корелација со товарот 𝑝𝑑
𝐿   

- Деформирање во напречен правец на самиот напречен пресек,  во корелација со товарот 

𝑝𝑑
𝑇 

- Сумата од двете пооделни деформации ја генерира вкупната сила, односно: 

𝑝𝑑 =  𝑝𝑑
𝐿 + 𝑝𝑑

𝑇                                                                                                                                               (1)                                                                                                                                     

- Знаејќи дека дисторзиониот систем е во само-рамнотежа, може да се изведе дека: 

𝑝𝑤,𝑑
𝐿 =  𝑝𝑤,𝑑 − 𝑝𝑤,𝑑

𝑇                                                                                                                                                           (2) 

𝑝𝑡,𝑑
𝐿 =  𝑝𝑡,𝑑 − 𝑝𝑡,𝑑

𝑇 =  − (
𝑏𝑏

𝑏𝑤
) (𝑝𝑤,𝑑 − 𝑝𝑤,𝑑

𝑇 )                                                                                                                  (3)                                          
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𝑝𝑏,𝑑
𝐿 =  𝑝𝑏,𝑑 − 𝑝𝑑,𝑙

𝑇 =  − (
𝑏𝑡

𝑏𝑤
) (𝑝𝑤,𝑑 − 𝑝𝑤,𝑑

𝑇 )          

2.1.        Равенка на рамнотежа 

Како ефектот од дисторзија врз сандачестиот носач може да се пресмета преку поместувањата 

во реброто ∆𝑤, по што се користат релацииите за дефинирање на поместувањата, напрегањата и  

внатречните сили и моменти и тоа за целиот пресек. Од тука, можно е да се спроведе поединечна 

анализа за свиткувањето во рамнината на носачот под дејство на 𝑝𝑤,𝑑 =  𝑝𝑤,𝑑
𝐿 + 𝑝𝑤,𝑑

𝑇 , со тоа што 

носачот е еластично потпрен по целата должина, односно, се смета за греден носач на еластична 

потпора. Преку замена на (3.85) и (3.100) во (3.67) се доаѓа до: 

𝑝𝑤,𝑑 =  
𝑑4∆𝑤

𝑑𝑥4  𝐸𝐼𝑤,𝑒 + 𝑘∆𝑤                                                                                                                                                (4) 

Оваа равенка на свиткување е еднаква на дериватот во 3.2.1.2 но, сепак со сопствеа специфика 

која се однесува на еластичното потпирање. Така се симулира крутоста на пресекот од аспект на 

напречна деформација. Еднаш кога ќе се дефинира полето на деформација  на реброто и тоа по 

должина на неговата оска, може да се дојде и до момоентот на свиткување подолжно: 

𝑚𝑤,𝑑
𝐿 − 𝐸𝐼𝑤,𝑒

𝑑2∆𝑤

𝑑𝑥2                                                                                                                                                 (5) 

Напрегањата кои настануваат како резултат  на дисторзионото витоперење, конечно, може да се 

дефинираат преку (3.83). 

Силите и моментите се делат на симетрични и несиметрични компоненти како што е прикажано 

на слика 3.20. 

Претходните потсекции се справија со ефектот на дисторзија на носачот составен од еден 

материјал. Ова може да се прошири и на композитни пресеци, спрегнати со нивно 

трансформирање во хомогени пресеци со еквивалентни дебелини, со референца обично за челик. 

Меѓутоа, како што е прикажано погоре, дисторзијата вклучува истовремен одговор на плочите 

на надолжно и попречно свиткување. Поради оваа причина, кога се зема предвид дисторзијата, 

треба да се земат предвид две одделни еквивалентни дебелини (Calgaro, J. A. Virlogeux, 1988): 

▪ Подолжно свиткување  

(
𝑡𝑡

𝑠

𝑡𝑡
)

𝑑

𝐿

= 𝑛 =
𝐸𝑠

𝐸𝑐
                                                                                                                                                            (6) 

▪ Подолжно свиткување  

(
𝑡𝑡

𝑠

𝑡𝑡
)

𝑑

𝑇

= √𝑛
3

                                                                                                                                                                  (7) 

Товар кој делува ексцентрично на ребрата од носачот 

Сѐ до сега сите релации се базираа на принципот дека сандачестиот носач подлежи на товари кои 

се еднакви на вертикалните аплицирани во јазлите ребро-фланша. Но за жал ова е редок случај, 

присуството на ексцентрицитет е почест случај.  

Се разгледуваат различни комбинации на вертикално натоварување кое е позиционирано било 

каде по должина на горната фланша. (слика 3.21). Вредностите на 𝑚𝐴, 𝑚𝐵, 𝑝𝐴, 𝑝𝐵 може да се 

пресметаат преку анализа на статички еквивалентни товари, како што е прикажано на скицата. 

 

Сл. 2. Еквивалентно вертикално натоварување 
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Силите и моментите се делат на симетрични и несиметрични компоненти како што е прикажано 

на слика 20. 

 

Сл. 3. Декомпозиција на еквивалентниот товар на чиста торзија и дисторзија 

Поделбата на несиметричните компоненти води кон чиста торзија 

𝑝𝑡,𝑝𝑢𝑟𝑒𝑇 =  (
𝑏𝑡

𝑏𝑤
) 𝑝𝑤,𝑝𝑢𝑟𝑒𝑇 , 𝑝𝑏,𝑝𝑢𝑟𝑒𝑇 =  (

𝑏𝑏

𝑏𝑤
) 𝑝𝑤,𝑝𝑢𝑟𝑒𝑇                                                                                             (8) 

каде 

𝑝𝑤,𝑝𝑢𝑟𝑒𝑇 =  (
𝑏𝑤

(𝑏𝑡+𝑏𝑏)𝑑
) (

(𝑝𝐴−𝑝𝐵)𝑏𝑡

2
+ 𝑚𝐴 − 𝑚𝐵)                                                                                                  (9) 

и дисторзионен подсистем на товари (Schlaich & Scheef, 1982),  

𝑝𝑡,𝑑 =  (
𝑏𝑏

𝑏𝑤
) 𝑝𝑤,𝑑 , 𝑝𝑏,𝑑 =  (

𝑏𝑡

𝑏𝑤
) 𝑝𝑤,𝑑                                                                                                       (10) 

каде  

𝑝𝑤,𝑑 =  (
𝑏𝑏𝑏𝑤

(𝑏𝑡+𝑏𝑏)𝑑
) (

(𝑝𝐴−𝑝𝐵)𝑏𝑡

2
) − (

𝑏𝑤

𝑏𝑑𝑑
) (

𝛽

1+𝛽
+

𝑟𝑡−3𝛽−2𝛽𝑟𝑏

(𝑟𝑡+2)(𝑟𝑏+2)−1
) (𝑚𝐴 − 𝑚𝐵)                                       (11) 

Дисторзиониот товар може да се пресмета преку спроведување на анализа на носачот како греда 

на еластична потпора која подлежи на дисторзиониот товар (презентирано во 3.60а). За 

торзионата анализа, надворечниот товар се дефинира како: 

𝑚𝑇 =  (
(𝑝𝐴−𝑝𝐵)𝑏𝑡

2
+ 𝑚𝐴 − 𝑚𝐵)                                                                                                                                    (12)                                         

2.2. Равенка на рамнотежа-торзија со витоперење 

Решението на проблемот на торзија придружена со витоперење во генерална форма е зададено 

како: 

𝑑𝜒

𝑑𝑥
=  𝑐1 cosh (

𝑥

𝜁
) + 𝑐2 senh (

𝑥

𝜁
) + 𝑐3

𝑥

𝜁
+ 𝑐4                                                                                                           (13) 

каде  𝜒 е функција која и предходно е дефинирана во (3.38) која ја дозволува варијацијата на 

витоперењето по должина на 𝑥; 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 и 𝑐4 се константи на интеграцијата и 𝜁 е 

карактеристична должина дефинирана како  

𝜁 =  √
𝐸𝐼𝜔

𝜇𝐺𝐽
                                                                                                                                                                                     (14) 

Треба да се забележи дека решението го содржи и доприносот на деформацијата предеизвикана 

од смолкнување како резултат на витоперењето, што се зема предвид преку параметарот 𝜇. 
Доколку овој ефект не е одинтерес едноствано се елиминира од релацијата (3.109). 

Maisel & Roll (1974) ги сумираат решенијата кои го опфаќаат торзиониот момент генериран од 

несиметрично натоварување, како што е покажано на слика 3.22, и тоа решенија каде 
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рамномерно-распределениот товар дејствува по целата должина и потпорите не дозволува 

ротација на напречниот пресек. 

Условите на потпирање за  разгледување на торзијата и тоа во рамки на двете сценарија се: 

Проста греда чии крајни точки на потпирање не го спречуваат витоперењето 

𝐵𝐴 =  𝐵𝐵 = 0                                                                                                                                                               (15)                                                      

Греда која е двојно вклештена со што и витопрењето се спрелува 

𝐵𝐴 =  𝐵𝐵 = 0                                                                                                                                                            (16) 

(
𝑑𝜒

𝑑𝑥
)

𝐴
=  (

𝑑𝜒

𝑑𝑥
)

𝐵
= 0                                                                                                                                          (17) 

Адекватните дијаграми за торзионите моменти може да се дефинираат преку 

Концнтриран товар 

𝑇(𝑥) =  −
𝑙−𝑎0

𝑙
𝑀𝑇 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎0                                                                                                                                         (18) 

𝑇(𝑥) =  
𝑎0

𝑙
𝑀𝑇 , 𝑎0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙                                                                                                                                           (19) 

Рамномерно-распределен товар 

𝑇(𝑥) =  (𝑥 −
𝑙

2
) 𝑚𝑇 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙                                                                                                                                          (20) 

Табела 1: Решение на равенката за рамнотежа за торзија со витоперење (adapted from Maisel 

& Roll (1974)) 
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2.3. Равенка на рамнотежа-дисторзија 

Како што веќе е кажано и предходно, дисторзиониот одговор може да се анлизира со помош на 

аналогијата на греда на еластична потпора. Решението на овој „еквивалентен“ проблем до 

одредено ниво бил анализиран од страна на Hetenyi (1946), со тоа што неговиот пронајдок служел 

како основа истражувања кои секако вродиле со плод. 

Се разгледува една еластично потпрена греда, која се изложува на дејство на концентриран, 

односно рамномерно распределен товар (слика 3.23а) и греда која е изложена на дејство на истото 

натоварување, меѓутоа со таа разлика што е со бесконечна должина (слика 3.23б). 

 

Сл. 4.Аналогија-Греда на еластични потпори 

Првиот чекор е анализа на гредата со бесконечна должина. Како резултат на оваа анализа, 

свиткувањето, силите на свиткување, ротациите и поместувањата се развиени во точката А и Б, 

точки кои кореспондираат со краевите на гредата која е со дефинирани крајни точки. Со цел да 

кореспондираат двата система, мора во соодветните точки А и Б од „бесконечната“ греда на 

еластична  потпора да се аплицираат сили и моменти на свиткување како условите на потпирање 

би биле задоволени. Задоволувањето на условите на потпирање во овој случај значат:   

∑ 𝐹𝐴 =  ∑ 𝐹𝐵 = 0                                                                                                                                                (21) 

∑ 𝑀𝐴 =  ∑ 𝑀𝐵 = 0                                                                                                                                              (22) 

Решението за гредата со дефинирана должина значи суперпозиција на решението за гредата со 

„бесконечна“ должина која подлежи на товарот како што е прикажано на слика (4b) и на 

соодветните сили и моменти на свиткување со цел задоволување на условите за рамнотежа (4c) 

и кои се добиваат преку решавањето на системот равенки (3.112). Се генерираат соодветни 

изрази кои се дадени во (23) и (24). 

∆𝑤,𝐴=
𝜆

2𝑘
[𝑅0𝐴�̅�(𝑥) + 𝑅0𝐵�̅�(𝑙 − 𝑥) + 𝑄�̅�(⌊𝑥 − 𝑎0⌋)] +

𝜆2

𝑘
[𝑀0𝐴�̅�(𝑥) + 𝑀0𝐵�̅�(𝑙 − 𝑥)] +

𝑞

2𝑘
{𝑐1[�̅�(𝑎1 − 𝑥) − �̅�(𝑎1 + 𝑎2 − 𝑥)] + 𝑐2[2 − �̅�(𝑥 − 𝑎1) − �̅�(𝑎1 + 𝑎2 − 𝑥)] + 𝑐3[�̅�(𝑥 − 𝑎1 −

𝑎2 ) − �̅�(𝑥 − 𝑎1)]}                                                                                                                                                           (23) 

𝑀𝑤,𝐴 =
1

4𝜆
[𝑅0𝐴𝐶̅(𝑥) + 𝑅0𝐵𝐶̅(𝑙 − 𝑥) + 𝑄𝐶̅(⌊𝑥 − 𝑎0⌋)] +

1

2
[𝑀0𝐴�̅�(𝑥) + 𝑀0𝐵�̅�(𝑙 − 𝑥)] +

𝑞

4𝜆2
{−𝑐1[�̅�(𝑎1 − 𝑥) − �̅�(𝑎1 + 𝑎2 − 𝑥)] + 𝑐2[�̅�(𝑥 − 𝑎1) + �̅�(𝑎1 + 𝑎2 − 𝑥)] − 𝑐3[�̅�(𝑥 − 𝑎1 − 𝑎2 ) −

�̅�(𝑥 − 𝑎1)]}                                                                                                                                                                 (24) 

каде  

𝑐1 = 1          𝑐2 = 𝑐3 = 0            0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎1                                                                                                 (25) 

𝑐2 = 1          𝑐1 = 𝑐3 = 0            𝑎1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎1 + 𝑎2                                                                                    (36) 

𝑐3 = 1          𝑐1 = 𝑐2 = 0            𝑎1 + 𝑎2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙                                                                                        (27) 

Функциите А̅(𝑥), �̅�(𝑥), 𝐶̅(𝑥) и �̅�(𝑥) се дефинирани согласно: 
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А̅(𝑥) =  𝑒−𝜆𝑥(cos 𝜆𝑥 + sin 𝜆𝑥)                                                                                                                       (28) 

�̅�(𝑥) =  𝑒−𝜆𝑥 sin 𝜆𝑥                                                                                                                                           (29) 

𝐶̅ =  𝑒−𝜆𝑥(cos 𝜆𝑥 − sin 𝜆𝑥)                                                                                                                             (30) 

�̅�(𝑥) =  𝑒−𝜆𝑥 cos 𝜆𝑥                                                                                                                                                    (31) 

𝜆 =  
1

𝐿𝑑
=  √

𝑘

4𝐸𝐼𝑤,𝑒 

4
                                                                                                                                                (32)   

Параметарот 𝐿𝑑 е карактеростична должина на дисторзија (Schlaich & Scheef, 1982). Ја дефинира 

подолжната крутост на свиткувањена гредата (𝐸𝐼𝑤,𝑒 ) со крутоста во напречен правец на самиот 

пресек (𝑘).4 

Решението на системот равенки дефиниран во (3.112) многу полесно се решаваат со поделба на 

основниот товар поделен на неговите симетрични и несиметрични компоненти 

М𝐴
𝑠𝑦𝑚

=  
1

2
(𝑀𝐴 + 𝑀𝐵)           𝑅𝐴

𝑠𝑦𝑚
=  

1

2
(𝑅𝐴 + 𝑅𝐵)                                                                                       (33) 

М𝐴
𝑎𝑛𝑡𝑖 =  

1

2
(𝑀𝐴 − 𝑀𝐵)            𝑅𝐴

𝑎𝑛𝑡𝑖 =  
1

2
(𝑅𝐴 − 𝑅𝐵)                                                                                   (34) 

Сумирајќи ги симетричниот и несиметричниот сет на моменти и сили се добива: 

𝑀0𝐴 =  М0𝐴
𝑠𝑦𝑚

+ М0𝐴
𝑎𝑛𝑡𝑖           𝑅0𝐴 =  𝑅0𝐴

𝑠𝑦𝑚
+ 𝑅0𝐴

𝑎𝑛𝑡𝑖                                                                                   (35) 

𝑀0𝐵 =  М0𝐵
𝑠𝑦𝑚

+ М0𝐵
𝑎𝑛𝑡𝑖            𝑅0𝐵 =  𝑅0𝐵

𝑠𝑦𝑚
+ 𝑅0𝐵

𝑎𝑛𝑡𝑖                                                                                   (36) 

Предходните појаснувања се однесуваа на специфичниот случај на греда еластично потпрена по 

должина на распонот без крајни точки на потпирање. За случај како што е прикажан на сликата 

3.22 условите на потпирање можат да бидат дефинирани како: 

Слободно потпрена греда 

∆𝑤,𝐴=  ∆𝑤,𝐵= 0                                                                                                                                                                 (37) 

∑ 𝑀𝐴 =  ∑ 𝑀𝐵 = 0                                                                                                                                                           (38) 

Двојно вклештена греда 

∆𝑤,𝐴=  ∆𝑤,𝐵= 0                                                                                                                                                (39) 

∑ 𝑀𝐴 =  ∑ 𝑀𝐵 = 0                                                                                                                                                           (40)  
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Табела 1: Решение на равенката за рамнотежа за појавата на дисторзија (adapted from Pedro 

(1995)) 

 

2.4. Равенка на рамнотежа- Дисторзија кај спрегнат сандачест пресек 

Како што е веќе напоменато појавата на дисторзија е иницирана од дејство на несиметрично 

натоварување. Кога сандакот кој е со симетричен напречен пресек е натоварен со вертикален 

товар кој има одреден ексцентрицитет гледано од осовината на напречниот пресек, тогаш 

аплицираниот товар може да се подели на на flexural сила 𝑝 и торзиона сила 𝑚 = 𝑞𝑒. Уште повеќе 

торзионата сила може да ја поделиме на чиста торзија и дисторзија соодветно. 

 
Сл. 5. Декомпозиција на товарот на дел кој предизвикува чиста торзија и дисторзија 
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Дисторзионото однесување на сандачестиот носач било проучувано и анализирано од страна на 

повеќе истражувачи, но само со фокус на чисто челични или чисто бетонски сандачести носачи. 

Влијанието на разликата во крутосните карактеристики помеѓу горната бетонска фланша и 

челичните ребра и долна фланша, кои го чинат заедно напречниот пресек на спрегнатиот сандак, 

врз самиот дисторзионен одговор досега не било разгледувано. Напречниот пресек кој се 

разгледува и  е предмет на разработка е прикажан на слика 2. 

 

Сл. 6. Напречен пресек на сандачестиот спрегнат носач 

Како што е и покажано на слика 10, позицијата на координатниот систем е лоцириан во центарот 

на дисторзија.  

Напречниот пресек ќе се деформира во однос на оригиналниот облик и ќе пројави витоперење 

вон сопствената рамнина под дејство на дисторзиониот товар и ќе се формираат таканаречените 

агли на дисторзија во аглите, на споевите помеѓу ребрата и горната односно долната фланша 

соодветно. Кога станува збор за челични или пак бетонски сандачести носачи тогаш при 

анализата се зема дека сите четири агли на дисторзија кои се јавуваат во четирите агли се 

еднакви. Но, кај спрегнатите сандачести носачи горната бетонска фланша се деформира под 

различен агол во споредба со долната челична фланша како резултат на нивната различна 

деформабилна крутост. Согласно ова, различниот агол на дисторзија не може да се занемари. 

Истиот се дефинира преку следниве геометриски карактеристики: 

 
Сл. 7. Дефинирање на дисторзиониот агол 

𝜃𝑢 =  
𝑣𝑙−𝑣𝑢

ℎ
+

𝑤𝑖𝑢−𝑤𝑜𝑢

𝑏
, 𝜃𝑙 =  

𝑣𝑙−𝑣𝑢

ℎ
+

𝑤𝑖𝑙−𝑤𝑜𝑙

𝑏
                                                                           (137, 138) 

 𝜃𝑢 е аголот на дисторзија кој се зафаќа при бетонската горна фланша, 𝜃𝑙 е аголот на дисторзија 

кој се зафаќа при долната челична фланша, 𝑣 и 𝑤 се поместувања во правец на 𝑥 и 𝑦 

координатните оски чии координатен почеток е позициониран во центарот на дисторзија 𝐷. 

Аналогно на дефиницијата од теоријата на дисторзионо витоперење, the derivate на аголната 

дисторзија 𝜃′ =  𝑑𝜃 𝑑𝑧⁄  ќе ги однесе поместувањата во правец на 𝑧 координатна оска. Од тука 

може да се изведе: 

𝑢𝑢 =  𝑤𝐷𝜃𝑢
′ ; 𝑢𝑙 =  𝑤𝐷𝜃𝑙

′                                                                                                                       (41)                               

Каде 𝑤𝐷 е дефинирана како функција на витоперење како резултат на самата дисторзија. Кога 

поместувањето 𝑢 e ограничено, нормални напрегања и напрегања на смолкнување се 

предизвикуваат. 
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2.5. Вкрутувања  

Cross-frames 

Во аналогијата BEF, попречните рамки делуваат како дискретни пружини чија крутост е  

𝐾𝐷 а нивната реакција е 𝑅𝐷 Дефиницијата за 𝐾𝐷  е еквивалентна до 𝐾𝑑  во равенка. (23) и 

следствено, сите равенки дефинирани кои остануваат валидни. Во случај на реакција, реакцијата 

на вкрстена рамка е типично какоо иторзионо оптоварување 𝑀𝑡 кое може да биде поврзано соR𝐷 

врз основа на равенката. (15) како: 

𝑀𝑡 =  
𝑏𝑡

2∙𝑉𝑡𝑦
∙ 𝑅𝐷 =  

𝑏𝑡

2∙𝑉𝑡𝑦
∙ 𝐾𝐷 ∙ 𝜉                                                                                                             (42) 

3.1. Plate diaphragms 

Во правоаголните плочести дијафрагми, изобличувањето дисторзијата предизвикува 

рамномерно напрегање на смолкнување. Меѓутоа, во трапезоидни дијафрагми, распределбата на 

стресот станува понеправилна, особено во аглите каде што има значителни концентрации на 

напрегања. Со цел да се анализираат тие концентрации на напрегања во фазата на детално 

проектирање треба да се пристапи кон детална анализа со метод на конечни елементи. Сепак, за 

прелиминарните пресметки на дијафрагмата, напрегањата во центарот на дијафрагмата може да 

се приближи на следниов начин: 

𝜏𝐷(𝜁) = 𝐺 ∙ 𝛾𝐷(𝜁) = 𝐺 ∙
𝑉𝑡𝑦∙(2+2∙𝛽)

𝑏𝑏∙(1+𝜁∙(𝛽−1))
                                                                                                (43) 

Каде 𝜁 е соодветното растојание по должина на оската на дијафрагмата, така што кога 𝜁 = 0 е на 

врвот раб, а кога 𝜁 = 1 тогаш се однесува на ддолниот раб од дијафрагмата. 

Спроведента анализа покажува дека крутосните карактеристики може приближно да бидат 

земени имајќи предвид дека средната вредност на дилатациите од смолкнување соодвејствува со 

напрегањата на смолкнување во центарот на дијафрагмата. Па така, крутоста на дијафрагмата 

може да се земе како: 

∫ 𝐺 ∙ 𝑡 ∙ (𝛾 ∙ 𝜉) ∙ 𝛿 ∙ (𝛾 ∙ 𝜉) ∙ 𝑑𝐴 =  𝛿𝜉 ∙ (𝐺 ∙ 𝑡 ∙ 𝛾𝑐
2 ∙ 𝐴𝑐 ∙ 𝜉) =  𝛿𝜉 ∙ (𝐾𝐷 ∙ 𝜉)

𝐷
                                                  (44) 

Предходно наведените релации може исто така да се изразат и на начин на кој ќе се однесуваат 

на дијагоналната крутост и тоа како: 

𝐾𝛿 = ( 
𝛾𝑐

𝛿𝑑
)

2
∙ 𝐺 ∙ 𝑡 ∙ 𝐴𝑐 =

𝐺∙𝑡∙𝐿𝑑
2

𝐴𝑐
                                                                                                            (45) 

Преку замена на вредноста на 𝐾𝐷 во равенката (32) може да се воспостави релација помеѓу 𝑉𝑡𝑦и 

𝑀𝑡. Оваа релација може да се замени во  релацијата (33) со што последователно се изразува 

напрегањето на смолкнување: 

𝜏𝐷 =
𝑀𝑡∙𝛽

2∙𝑏𝑡∙ℎ∙𝑡𝐷
∙

1

1−𝜁+𝜁∙𝛽
                                                                                                                            (46) 

Проектираните сили 𝑁𝑑 и дијагоналните напрегања 𝐾𝛿за различни типови на дијафрагми се 

следниве: 

- X-рамка 

𝑁𝑑 = 𝑀𝑡 ∙
𝐿𝑑

4∙𝐴𝑐
∙ 𝛽    𝐾𝛿 = 2 ∙

𝐸∙𝐴𝑏

𝐿𝑑
∙ 𝛽                                                                                                     (47) 

- V-рамка 

𝑁𝑑 = 𝑀𝑡 ∙
𝐿𝑏∙𝛽

2∙𝐴𝑐
        𝐾𝛿 = 2 ∙

𝐸∙𝐴𝑏∙𝐿𝑑
2

𝑏𝑡∙𝑏𝑏
2∙𝐴𝑑𝑏+8∙𝐿𝑏

3 ∙𝐴𝑡𝑏
                                                                                        (48) 

- K-рамка 

𝑁𝑡𝑑 = 𝑀𝑡 ∙
𝑏𝑏∙𝛽

4∙𝐴𝑐
       𝑁𝑑𝑑 = 𝑀𝑡 ∙

𝐿𝑏∙𝛽

2∙𝐴𝑐
                                                                                                         (49) 
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𝐾𝛿 =
2∙𝐸∙𝐴𝑡𝑏∙𝐴𝑑𝑏∙𝐿𝑑

2

2∙𝐿𝑏
3                                                                                                                                    (50) 

Каде 𝐿𝑑 се однесува на должината на решеткастиот елемент и 𝐴𝑏 е соодветната негова површина. 

Во случај на K-рамка параметарот 𝑡 се однесува на горниот а параметарот 𝑑 се однесува на 

дијагоналниот елемент. Во случај кога горниот раб на К-рамката е поврзан со плочата, 

дијагоналната крутост се пресметува исто онака како и за V-рамката. 

3.  АНАЛИЗА И КОМПАРАЦИЈА НА РЕЗУЛТАТИТЕ ОД ПРВ РЕД НА НУМЕРИЧКИ 

ПРИМЕРИ 

Со цел да се спроведе анализа дополителна компаративна анализа од аспект на деформабилноста, 

дисторзиониот одговор на носачот во рамки на сопствената рамнина се изврши анализа на чист 

челичен сандачест со што уште еднаш се утврдува влијанието на крутосните карактеристики на 

пресекот врз севкупниот дисторзионен одговор. Напречниот пресек ќе се деформира во однос на 

оригиналниот облик и ќе пројави витоперење вон сопствената рамнина под дејство на 

дисторзиониот товар и ќе се формираат таканаречените агли на дисторзија во аглите, на споевите 

помеѓу ребрата и горната односно долната фланша соодветно. Кога станува збор за челични како 

што е тука случај, или пак бетонски сандачести носачи тогаш при анализата се зема дека сите 

четири агли на дисторзија кои се јавуваат во четирите агли се еднакви. Но, кај спрегнатите 

сандачести носачи горната бетонска фланша се деформира под различен агол во споредба со 

долната челична фланша како резултат на нивната различна деформабилна крутост со што се 

пресметуваат два различни дисторзиони агли кои не сомнено носат и две различни величини за 

напрегањата. Обликот кој го означува дисторзиониот одговор исто така говори за влијанието на 

разликите во крутосните карактеристики кое произлегува од различната композиција на 

сандакот, или поточно дали носачот е чист челичен или пак работи како спрегнат. 

Предложениот пристап е аплициран на еден пример кој се однесува на издвоен сегмент од 

спрегнат сандачест носач со должина од 30 [𝑚] кој е анализиран на свиткување, торзија и 

дисторзија. За таа цел се аплицира несиметрично рамномерно натоварување од 27 [𝑘𝑁 𝑚⁄ ] со 

цел да се фатат сите одговори на пресекот, односно деформирањето во и вон сопствената 

рамнина. При што аплицирани си адекватни граничи услови на потпирање, со цел да се добие 

верен одговор на предметниот сандачест носач. 

Најпрво примерот кој е избран се пресметува согласно предложениот метод и преку решавање 

на диференцијалните равенка со помош на BEF аналогијата, по што анализата се спроведува 

преку модел на конечни елементи во комерцијалната програма „SIMULIA-ABAQUS“. 

Резултатите се претставени во поделните табели.  

 

Сл. 8. Распределба на напрегања и деформации кај сандечестиот пресек 

𝐴 - ширина на конзолен испуст, 𝐴 = 3500 [𝑚𝑚] 

𝐵, 𝑏 – растојание помеѓу двете ребра, 𝐵 = 7000 [𝑚𝑚], 𝑏 = 7000 [𝑚𝑚] 

ℎ - висина на челичниот пресек,  ℎ = 3000 [𝑚𝑚] 

ℎ𝑢,  ℎ𝑙 – растојание од дисторзиониот центар до горната односно до долната фланша соодветно 
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𝑡𝑢 – дебелина на бетонската плоча, 𝑡𝑢 = 400 [𝑚𝑚]  

𝑡𝑤,  𝑡𝑙 – дебелина на ребрата и на долен појас соодветно 

𝐴𝑢 =  𝑡𝑢(2𝑎 + 𝑏) – површина која ја зафаќа бетонската плоча 

𝐴𝑤 =  𝑡𝑤ℎ - површина која ја зафаќа секое од ребрата соодветно 

𝐴𝑙 =  𝑡𝑙𝑏 – површина на долен челичен појас  

Табела 3: Компарација на релевантните-дисторзионен агол и напрегања на дисторзија кај спрегнат и 

челичен пресек, на ниво на напречен пресек 

  
Спрегнат носач Челичен носач 

Дисторзионен агол 

𝜃𝑢 
0.04714 0.00871 

𝜃𝑙 0.00951 0.00871 
𝜎𝑑𝑤3 

0.03 𝑀𝑃𝑎 18.95 𝑀𝑃𝑎 
𝜎𝑑𝑤4 

21.89 𝑀𝑃𝑎 11.45 𝑀𝑃𝑎 

Напречни моменти на 

свиткување 

𝑚𝑑𝑏𝑢 
19.82 𝑀𝑃𝑎 9.03 𝑀𝑃𝑎 

𝑚𝑑𝑏𝑙 0.42 𝑀𝑃𝑎 0.21 𝑀𝑃𝑎 

Напречни напрегања 
Max, горен појас 

0.52 𝑀𝑃𝑎 3.05 𝑀𝑃𝑎 

Max,долен појас 8.88 𝑀𝑃𝑎 4.56 𝑀𝑃𝑎 

 

Сл.9. Одговор на разгледуваниот челичен сандачест пресек при несиметрично натоварување 
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Сл. 10.  Дијаграм  на напрегања и пројавени ротации во клучите јазли на разгледуваниот спрегнат и 

челичен сандачест пресек при несиметрично натоварување  

4. ЗАКЛУЧОК 

Се предлага нов, практичен метод за истражување на дисторзионото однеување на спрегнатите 

сандачести носачи, и за согледување на распределбата на напрегањата кај носачите земајки го 

предвид влијанието на различната крутост која ја дава бетонската плоча. Дава увид во одговорот 

на прегнатите сандаци при појава на дисторзија и со тоа може да е корити за предвидување на 

однесувањето на сандаците со една ќелија кои имаат најмлаку една оска на симетрија. За да се 

добие што поточен дисторзионен агол, кривата на свиткување и за горната бетонска и за долната 

челична фланша треба да се изврши интеграција на дериватите од основната диференцијална 

равенка. 
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