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979 
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RETROFITTED BRIDGES 

986 
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BOZHINOVSKI, Liljana MIJALKOVA 

ANALYSIS AND TECHNICAL SOLUTION FOR STHRENGTHENING 

FOR THE EXISTING BUILDING “SOKOLANA” IN KUMANOVO 

992 
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Грозде АЛЕКСОВСКИ, Станислав МИЛОВАНОВИЌ 
КОНСОЛИДАЦИЈА И ЗАЈАКНУВАЊЕ НА ЦРКВАТА СВ. 

БОГОРОДИЦА ВО ДРЕНОВО И СТАРАТА ЏАМИЈА ВО РАВЕН 

1027 

AMS-11 Shpresim IBRAIMI, Boris TANESKI, Jovan PEJOSKI, Kiril 

PERUNKOVSKI, Viktor GEORGIJEV, Tane VASILEVSKI, Boris 

TASEVSKI, Stanislav MILOVANOVIC 

LOAD TESTING OF SUSPENSION PEDESTRIAN BRIDGE - 

PANORAMIC WHEEL ON VARDAR RIVER 

Шпресим ИБРАИМИ, Борис ТАНЕСКИ, Јован ПЕЈОСКИ, Кирил 

ПЕРУНКОВСКИ, Виктор ГЕОРГИЈЕВ, Тане ВАСИЛЕВСКИ, Борис 

ТАСЕВСКИ, Станислав МИЛОВАНОВИЌ 
ИСПИТУВАЊЕ СО ПРОБНО ТОВАРЕЊЕ НА ВИСЕЧКИ 

ПЕШАЧКИ МОСТ – ПАНОРАМСКО ТРКАЛО НА РЕКА ВАРДАР 

1041 

AMS-12 Lulzim IDRIZI, Bujar JASHARI, Rrahim SEJDIU 

WOOD STRUCTURES REPAIR 

1051 

AMS-13 Miloš KNEŽEVIĆ, Ivana TEŠOVIĆ, Radenko PEJOVIĆ, Duško LUČIĆ, 

Kemal ABDIĆ, Miloš VUČINIĆ, Teodora BULATOVIĆ, Kostantin 

DRAGOVIĆ, Jelena PEROVIĆ, Sara KONATAR 

EXPERIENCES FROM REHABILITATION WORKS ON CONCRETE 

BRIDGES ON THE RAILWAY LINE “VRBNICA-BAR” 
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1070 
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MEASUREMENTS 

1080 
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SUTJESKA 

1086 

AMS-17 Vlado MICOV, Igor GJORGJIEV, Aleksandar ZHUROVSKI, Trajche 

ZAFIROV 

TESTING OF OVERPASS ALONG „DEMIR KAPIJA- SMOKVICA“ 

SECTION UNDER TRIAL LOAD 
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AMS-18 Canko PANEV, Tatjana MANAILOVA STOJANOVSKA, Elena 

STANKOVA ADAM, Irina PETRESKA, Boban HRISTOV, Sashe 
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RECONSTRUCTION WORKS OF THE BRIDGE ON R1204 OVER 
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RESEARCH STUDY ON TECHNOLOGICAL-TECHNICAL AND 

ORGANIZATIONAL ELEMENTS OF A BUSINESS FACILITY 

“GREEN MARKET” IN PODGORICA 
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1196 
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АНАЛИЗА НА ТРАНСФЕРЗАЛНА НОСИВОСТ НА СПРЕГНАТ 

САНДАЧЕСТ НОСАЧ КАЈ МОСТОВИ СО ЕФЕКТИ НА 

ДИСТОРЗИЈА 

Александра ЧУБРИНОВСКА1, Денис ПОПОВСКИ 2 Миле Партиков3 

АПСТРАКТ 

Мостовските конструкции со сандачести главни носачи од секогаш биле многу популарни, пред 

сè поради нивната подобност, подобност која произлегува од високиот степен на торзиона и 

флексиона крутост. Од друга страна несиметричното натоварување кај сандачестите носачи 

предизвикува појава не само на свиткување туку и на торзија и дистрозија, двете придружени со 

појава на витоперење. За тенкоѕидни носачи дисторзијата претставува значајна појава која има 

влијание врз севкупниот одговор на конструкцијата. Сепак, истражувањата на тема дисторзионен 

одговор кај сандачестите спрегнати носачи се во лимитиран број поради комплексноста на 

проблематиката. Инспирирани од комплексноста и од кажаното „ Сè што некогаш си посакувал 

се наоѓа од другата страна на стравот,  и сè што треба е да го поминеш мостот!“, се дава практичен 

пристап пристап за истражување на дисторзиониот одговор кај спрегнатите сандачести носачи. 

Следствено, бидејќи станува збор за спрегнат носач ќе биде земена и соодветно вклучена во 

анализата разликата во крутосните карактеристики помеѓу горната бетонска фланша и долната 

челична фланша, преку дефинирање на два различни дисторзиони агли. Потоа ќе се изнесат 

фундаменталните равенки за дисторзија, детерминирани преку теоријата за тенкоѕидни носачи и 

аналогијата-Beam on Elastic Foundation. Се дефинира деформираниот облик и дистрибуцијата на 

напрегања предизвикани од самата појава на дисторзија, за што се анализира еден спрегнат 

сандачест носач дефиниран како проста греда и се порврдува преку тридимензионална анализа 

со конечни елементи. Ваквиот пристап се покажува како едноставен и дава јасна слика за 

одговорот на носачот под дејство на дисторзија. 

Клучни зборови: Спрегнати сандачести носачи; Агол на дисторзиja; Витоперење; Можданици; 

Носивост на смолкнување; BEF аналогија. 
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1. ВОВЕД  

Како што е веќе и познато спрегнатите конструкции доведуваат до исцрпување на максимумот 

од носивоста на челикот на затегнување и носивоста на бетонот на притисок. Самото тоа што 

станува збор за сандачести носачи укажува дека се карактеризираат со голем капацитет на 

носивост и торзиона крутост од каде произлегува и нивната широка употреба кај мостовските 

конструкции. Сандаците како тенкоѕидни носачи под дејство на несиметрицно натоварување се 

деформираат во сопствената рамнина-дисторзија и се деформираат, витоперат, вон рамнина. 

Сето ова предизвикува дополнителна појава на напрегања предизвикани од самата дисторзија, и 

покрај напрегањата од попречното свиткување и таканаречените St. Venant shear stress. 

Дисторзионите нормални напрегања како резултат на витоперење и напречните напрегања на 

свиткување кои се резултат на дисторзијата може да станат доста значајни без соодветна 

рестрикција. Тука се согледува важноста да се анализира однесувањето на сандачестите носачи 

при дејство на несиметрично натоварување бидејќи како резултат на истото се јавуваат неколку 

појави како, еластично свиткување, торзија и дисторзија. Одреден број на студии се занимаваат 

со појавата на дисторзија кај сандачести носачи и нудат одредени пристапи, но сепак оние кои 

рефереираат за спрегнати носачи со сандачест напречен пресек под дејство на несиметричен 

товар се лимитирани пред сè поради комплексноста на проблемот. Многу од истражувањата кои 

се занимавала со оваа проблематика го усвоиле истиот принцип што се користи и за чисти 

челични сандачести носачи, но не земајќи ја целосно предвид крутоста (flexural stiffness) на 

горната бетонска фланша која секако влијае на дисторзионата отпорност. Но сепак фактот што 

горната фланша е бетонска, нормално е дека однесувањето на чистиот челичен носач и на 

спрегнатиот ќе се разликуваат меѓусебно што значи и разлика во дисторзиониот товар и во 

распределбата на напрегањата. Секако постои потреба од развивање на едноставен пристап со 

кој би се дефинирале настаната деформација и распределбата на напрегањата кај спрегнатиот 

сандачест носач при дисторзија.  

Анализата и проектирањето на сандачестите носачи отпочнала со теоријата на закривени носачи 

од страна на Saint-Venant (1843), подоцна теоријата за тенкоѕидни носачи што била застапена од 

Власов (1961), додека Кристек (1970) проучувал деформиран носач и предложил аналитичко 

решение. Аналитичкото решение во суштина е поделено на два дела. Најпрво се зема дека 

напречниот пресек се потпира на соодветен систем и се решева како крут напречен пресек. 

Подоцна внатрешните сили кои произлегуваат од условите на потпирање се аплицираат на 

носачот и повторно се анализира. Финалниот резултат е суперпозиција на двата предходни 

чекори. Chapman et al. (1971) дефинирал анализа со конечни елементи на челични и бетонски 

сандаци за да го увиди влијанието на дијафрагмите при распределбата на напрегањата 

предизвикани од витоперење и дисторзија. BEF аналогијата која ја користел Wright et al. (1968) 

исто така го дефинира однесувањето на сандакот при самата појава на дисторзија. 

Генерално дисторзионото витоперење е компонента од аксијалното поместување од 

витоперењето кое се случува кога пресекот може да се деформира. Напречниот пресек се 

деформира под дејство на несиметричното, дисторзионо натоварување, освен во случај кога 

одредени потпирања или дијафрагми се поставени соодветно. Магнитудата на дисторзијата во 

голема мера зависи од напречната флексибилност на напречниот пресек и од напречните 

моменти на свиткување кои се распределуваат околу самиот сандачест пресек како резултат на 

неговата реакција како рамковен систем. И двете и аксиалното дисторзионо витоперење и 

напречното еластично деформирање се индицирани. Најголемата разлика помеѓу чистиот 

челичен и спрегнатиот пресек секако лежи во тоа што горната фланша кај спрегнатиот е 

бетонска. Крутоста од аспект на деформабилноста на горната бетонска фланша е значително 

поразлична од онаа со која би  се карактеризирала чистата челична плоча-фланша. Заради 

различните крутосни карактеристики кои директно влијаат на деформабилноста на напречниот 

пресек ќе има различна финална распределба на дисторзионите напрегања околу самиот 

сандачест напречен пресек. Земајќи ги предвид споменатите разлики помеѓу крутостите на 

горната бетонска и долната челична фланша, соодветно се дефинираат различни агли на ротации 

во разгледуваните јазлови точки. Одговорот на сепргнатиот сандачест носач на дисторзија е 

дефиниран преку низа диференцијални равенки кои се произнесени од таканаречениот „energy 
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methods“ кој се базира на теоријата за тенкоѕидни носачи. За решавање на диференциалните 

равенки се дефинираат соодветните геометриски карактеристики, дисторзиона константа на 

витоперење 𝐼𝐷𝑤, дисторзиона крутост на рамката 𝐾𝐷𝑤, и сето тоа соодветно за спрегнат пресек. 

Деформацијата на пресекот и распределбата на напрегања како резултат на дисторзиониот товар 

се решава со решавање на диференцијални равенки преку BEF аналогијата. Потоа така добиениот 

одговор на носачот се зема при анализа на подолжната носивост на смолкнување на средствата 

за врска, можданиците. Сето ова се анализира на еден спрегнат сандачест носач анализиран како 

проста греда. 

2. ДЕФИНИРАЊЕ НА ОСНОВНАТА РАВЕНКА 

2.1. Однесување на сандачестиот напречен пресек под дејство на дисторзија 

Како што е веќе напоменато појавата на дисторзија е иницирана од дејство на несиметрично 

натоварување. Кога сандакот кој е со симетричен напречен пресек е натоварен со вертикален 

товар кој има одреден ексцентрицитет гледано од осовината на напречниот пресек, тогаш 

аплицираниот товар може да се подели на на flexural сила 𝑝 и торзиона сила 𝑚 = 𝑞𝑒. Уште повеќе 

торзионата сила може да ја поделиме на чиста торзија и дисторзија соодветно. 

 

Сл. 1. Сандачест носач подложен на несиметричен товар, а) Несиметрично натоварување, b) 

Flexure, c) Торзија, d) Чиста торзија, e) Дисторзија 

Ќе се разгледува само дејството на дисторзија. Дисторзионото однесување на сандачестиот носач 

било проучувано и анализирано од страна на повеќе истражувачи, но само со фокус на чисто 

челични или чисто бетонски сандачести носачи. Влијанието на разликата во крутосните 

карактеристики помеѓу горната бетонска фланша и челичните ребра и долна фланша, кои го 

чинат заедно напречниот пресек на спрегнатиот сандак, врз самиот дисторзионен одговор досега 

не било разгледувано. Напречниот пресек кој се разгледува и  е предмет на разработка е 

прикажан на слика 2. 

 

Сл. 2. Напречен пресек на сандачестиот спрегнат носач 

𝐴 - ширина на конзолен испуст, 𝐴 = 3500 [𝑚𝑚] 

𝐵, 𝑏 – растојание помеѓу двете ребра, 𝐵 = 7000 [𝑚𝑚], 𝑏 = 7000 [𝑚𝑚] 
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ℎ - висина на челичниот пресек,  ℎ = 3000 [𝑚𝑚] 

ℎ𝑢,  ℎ𝑙 – растојание од дисторзиониот центар до горната односно до долната фланша 

соодветно 

𝑡𝑢 – дебелина на бетонската плоча, 𝑡𝑢 = 400 [𝑚𝑚]  

𝑡𝑤,  𝑡𝑙 – дебелина на ребрата и на долен појас соодветно 

𝐴𝑢 =  𝑡𝑢(2𝑎 + 𝑏) – површина која ја зафаќа бетонската плоча 

𝐴𝑤 =  𝑡𝑤ℎ - површина која ја зафаќа секое од ребрата соодветно 

𝐴𝑙 =  𝑡𝑙𝑏 – површина на долен челичен појас 

Како што е и покажано на слика 2, позицијата на координатниот систем е лоцириан во центарот 

на дисторзија.  

Напречниот пресек ќе се деформира во однос на оригиналниот облик и ќе пројави витоперење 

вон сопствената рамнина под дејство на дисторзиониот товар и ќе се формираат таканаречените 

агли на дисторзија во аглите, на споевите помеѓу ребрата и горната односно долната фланша 

соодветно. Кога станува збор з челични или пак бетонски сандачести носачи тогаш при анализата 

се зема дека сите четири агли на дисторзија кои се јавуваат во четирите агли се еднакви. Но, кај 

спрегнатите сандачести носачи горната бетонска фланша се деформира под различен агол во 

споредба со долната челична фланша како резултат на нивната различна деформабилна крутост. 

Согласно ова, различниот агол на дисторзија не може да се занемари. Истиот се дефинира преку 

следниве геометриски карактеристики: 

 

Сл. 3. Дефинирање на дисторзиониот агол 

𝜃𝑢 =  
𝑣𝑙−𝑣𝑢

ℎ
+

𝑤𝑖𝑢−𝑤𝑜𝑢

𝑏
, 𝜃𝑙 =  

𝑣𝑙−𝑣𝑢

ℎ
+

𝑤𝑖𝑙−𝑤𝑜𝑙

𝑏
                                                            (1), (2) 

 𝜃𝑢 е аголот на дисторзија кој се зафаќа при бетонската горна фланша, 𝜃𝑙 е аголот на дисторзија 

кој се зафаќа при долната челична фланша, 𝑣 и 𝑤 се поместувања во правец на 𝑥 и 𝑦 

координатните оски чии координатен почеток е позициониран во центарот на дисторзија 𝐷. 

Аналогно на дефиницијата од теоријата на дисторзионо витоперење, the derivate на аголната 

дисторзија 𝜃′ =  𝑑𝜃 𝑑𝑧⁄  ќе ги однесе поместувањата во правец на 𝑧 координатна оска. Од тука 

може да се изведе: 

𝑢𝑢 =  𝑤𝐷𝜃𝑢
′ ; 𝑢𝑙 =  𝑤𝐷𝜃𝑙

′   (3), (4) 

Каде 𝑤𝐷 е дефинирана како функција на витоперење како резултат на самата дисторзија. Кога 

поместувањето 𝑢 e ограничено, нормални напрегања и напрегања на смолкнување се 

предизвикуваат. 

2.1. Релација помеѓу 𝜽𝒖 и 𝜽𝒍 

Кај дисторзиониот модел, како што е прикажано на слика1, спрегнатиот носач е изложен на 

дејство на концентриран дисторзионен товар кој е преставен преку  𝐻 и 𝑉. Со оглед на тоа дека 
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торзиониот момент резултира од компонентите на кои се разложува концентрираниот 

дисторзионен товар 𝐻 и 𝑉 мора да се задоволи равенката на рамнотежа: 

𝑚 =  𝐻 ∙ 2ℎ = 𝑉 ∙ 2𝑏                                                                                                                             (5) 

 

Сл. 4. a) Дисторзиони сили H и V и b) соодветниот дијаграм на моментите на свиткување 

Сега се разгледува отпорот кој го дава напречниот пресек. Затоа се дефинира дијаграмот на 

напречни моменти на свиткување на слика 4. Магнитудата на напречните моменти на свиткување 

при јазлите на пресекот се дефинирани преку: 

𝑚1 =  𝑚3 = 𝐻 ∙
ℎ

2
∙ (1 − 𝛾); 𝑚2 =  𝑚4 = 𝐻 ∙

ℎ

2
∙ 𝛾; при што  𝛾 =  

3ℎ

𝐼𝑤
+

𝑛𝑒𝑏

𝐼𝑢
6ℎ

𝐼𝑤
+

𝑛𝑒𝑏

𝐼𝑢
+

𝑏

𝐼𝑙

              (6), (7), (8) 

𝑛𝑒 =  
𝐸𝑠

𝐸𝑐
  претставува сооднос на модулите на еластичност на бетонот и челикот соодветно, 𝐼𝑢, 

𝐼 𝑤 и 𝐼𝑙 се моменти на инерција за горната, долната фланша и ребрата соодветно дадени како: 

𝐼𝑢 =  
𝑡𝑢

3

12(1−𝜇2)
; 𝐼𝑤 =  

𝑡𝑤
3

12(1−𝜇2)
; 𝐼𝑙 =  

𝑡𝑙
3

12(1−𝜇2)
                                                          (9) 

Се воспоставува еден виртуелен систем каде сандачестиот носач во сите четири агли има зглобни 

точки и унитарен момент М = 1 кој е аплициран соодветно, слика 5. 

𝜃𝑢 =  ∫
𝑀∙�̅�𝑈

𝐸𝑖𝐼𝑖
= 𝐻 ∙ [

𝑏ℎ

12𝐸𝑐𝐼𝑢
(1 − 𝛾) +

ℎ2

12𝐸𝑠𝐼𝑤
(2 − 3𝛾)] (10) 

𝜃𝑙 =  ∫
𝑀∙�̅�𝑙

𝐸𝑖𝐼𝑖
= 𝐻 ∙ [

𝑏ℎ

12𝐸𝑐𝐼𝑙
+

ℎ2

12𝐸𝑠𝐼𝑤
(3𝛾 − 1)]                                    (11) 

Потоа, соодносот на ротационите агли за горната односно долната флнша се дефинира како  

𝑚 =  
𝜃𝑢

𝜃𝑙
=  

𝑛𝑒𝑏(1−𝛾)+
1

𝐼𝑤
(2−3𝛾)

𝑏1
ℎ𝐼𝑙

𝛾+
1

𝐼𝑤
(3𝛾−1)

                                                                                               (12) 

 

Сл. 5. Дијаграм на моментите на свиткување под дејство на дисторзиониот замислен момент 𝑀 

2.3. Анализа на дисторзиони влијанија 

Дисторзионото напрегање 𝜎𝐷𝑤 е даден преку Хуковиот закон: 

𝜎𝐷𝑤 = 𝐸𝜀 = 𝐸
𝜕𝑢

𝜕𝑧
=  𝐸

𝜕2𝜃

𝜕𝑧2 𝑤𝐷                                                                                                          (13) 
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Земајќи дека дисторзијата не предизвикува појава на аксијални сили 𝑁𝑧 или моменти на 

свиткување 𝑀𝑦 и 𝑀𝑥тогаш мора да биде задоволена следнава равенка: 

𝑁𝑧 =  ∫ 𝜎𝐷𝑤𝑑𝐴
𝐴

= 0; 𝑀𝑥 =  ∫ 𝜎𝐷𝑤𝑦𝑑𝐴
𝐴

= 0; 𝑀𝑦 =  ∫ 𝜎𝐷𝑤𝑥𝑑𝐴
𝐴

= 0     (14-1), (14-2), (14-3) 

 
  

Сл. 6. Функција на витоперење како резултат на дисторзија 

Преку замена на равенката 13 во равенката 14 формата на дисторзионата функција на витоперење 

може да дефинирана како што е покажано на слика 6. Пресекот е симетричен по 𝑦 оската иако 

распределбата на напрегањата гледано по 𝑦 оската. Затоа релациите (14-1) и (14-2) се автоматски 

задоволени. Вредноста на 𝑤𝐷𝑤  во точките 1, 2 и 3 може едностано да се дефинираат преку 

𝑤𝐷𝑤,1 =  
𝑏ℎ

4

1

1+𝛽
; 𝑤𝐷𝑤,2 =  (1 +

2𝑎

𝑏
) 𝑤𝐷𝑤,1; 𝑤𝐷𝑤,3 = 𝛽𝑤𝐷𝑤,1          (15-1), (15-2), (15-3) 

Каде 𝛽 е дефиниран како коефициент кој го дефинира соодносот на дисторзионата функција на 

витоперење во јазлот 3-𝑤𝐷𝑤,3 и јазелот 1-𝑤𝐷𝑤,1 и 𝛽 може да се пресмета од релацијата (14-3) 

согласно следново: 

∫ 𝜎𝐷𝑤𝑥𝑑𝐴
𝐴

= ∫ 𝐸𝑐

𝜕2𝜃𝑢

𝜕𝑧2
𝑤𝐷𝑤𝑥𝑑𝐴𝑢

𝐴𝑢

+ ∫ 𝐸𝑠

𝜕2𝜃𝑢

𝜕𝑧2
𝑤𝐷𝑤𝑥𝑑𝐴𝑤1

𝐴𝑤1

+ ∫ 𝐸𝑠

𝜕2𝜃𝑙

𝜕𝑧2
𝑤𝐷𝑤𝑥𝑑𝐴𝑤2

𝐴𝑤2

+ ∫ 𝐸𝑐

𝜕2𝜃𝑙

𝜕𝑧2
𝑤𝐷𝑤𝑥𝑑𝐴𝑙

𝐴𝑙

 

𝛽 =  𝑚
(

2𝑎+𝑏

𝑏
)

2𝐴𝑢
𝑛𝐸

+3ℎ𝑢𝑡𝑤

𝐴𝑙+3ℎ𝑡𝑤
≈ 𝑚

(
2𝑎+𝑏

𝑏
)

2𝐴𝑢
𝑛𝐸

+3𝐴𝑤

𝐴𝑙+3𝐴𝑤
                                                                   (16) 

Потоа the strain energy 𝑈𝜎 due to distortional warping stress 𝜎𝐷𝑤 може да се пресмета како: 

𝑈𝜎 =  
𝐸𝑐

2
∫ 𝑤𝐷𝑤

2 𝑑𝐴𝑢𝐴𝑢
∫ (

𝜕2𝜃𝑢

𝜕𝑧2 )
2

𝑑𝑧
𝑙

0
+

𝐸𝑠

2
∫ 𝑤𝐷𝑤

2 𝑑𝐴𝑤1𝐴𝑤1
∫ (

𝜕2𝜃𝑢

𝜕𝑧2 )
2

𝑑𝑧
𝑙

0
+

𝐸𝑠

2
∫ 𝑤𝐷𝑤

2 𝑑𝐴𝑤2𝐴𝑤2
∙

∫ (
𝜕2𝜃𝑙

𝜕𝑧2 )
2

𝑑𝑧
𝑙

0
+

𝐸𝑠

2
∫ 𝑤𝐷𝑤

2 𝑑𝐴𝑙𝐴𝑙
∫ (

𝜕2𝜃𝑙

𝜕𝑧2 )
2

𝑑𝑧
𝑙

0
= =  

𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,1

2
∫ (

𝜕2𝜃𝑢

𝜕𝑧2 )
2

𝑑𝑧
𝑙

0
+

𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,2

2
∫ (

𝜕2𝜃𝑙

𝜕𝑧2 )
2

𝑑𝑧
𝑙

0
         (17)                                                                

Каде: 𝐼𝐷𝑤,1 =  
𝐼𝐷𝑤,𝑢

𝑛𝐸
+ 𝐼𝐷𝑤,𝑤1; 𝐼𝐷𝑤,2 =  𝐼𝐷𝑤,𝑤2 + 𝐼𝐷𝑤,1                                                      (18-1), (18-2) 

За горниот појас 𝐼𝐷𝑤,𝑢 =  ∫ 𝑤𝐷𝑤
2 𝑑𝐴𝑢𝐴𝑢

=  
𝑏2ℎ2

48(1+𝛽)2 (
2𝑎+𝑏

𝑏
)

2
𝐴𝑢                                                   (19) 

За едното челично ребро 𝐼𝐷𝑤,𝑤1 =  ∫ 𝑤𝐷𝑤
2 𝑑𝐴𝑤1𝐴𝑤1

=  
𝑏2ℎ2

48(1+𝛽)2 2ℎ𝑢𝑡𝑤                                      (20) 

За другото челично ребро 𝐼𝐷𝑤,𝑤2 =  ∫ 𝑤𝐷𝑤
2 𝑑𝐴𝑤2𝐴𝑤2

=  
𝑏2ℎ2

48(1+𝛽)2 2ℎ𝑙𝑡𝑤                                             (21) 

За долниот појас 𝐼𝐷𝑤,𝑙 =  ∫ 𝑤𝐷𝑤
2 𝑑𝐴𝑙𝐴𝑤1

=  
𝑏2ℎ2

48(1+𝛽)2 𝛽2𝐴𝑙                                                                (22) 

𝐼𝐷𝑤 е дефинирана како константа на дисторзионото витоперење 
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2.4. Анализа на дисторизона енергија 

И покрај дисторзионото витоперење, компонентите на сандакот ќе се деформираат во правец 

нормален на нивната рамнина, which is the distortional transverse flexure, што е ограничено со 

напречната крутост на рамката од самиот сандачест носач. При анализа на frame function, 

конзолните испусти кај горната фланша се занемаруваат. Еден конечен елемент 𝑑𝑧 се издвојува 

од носачот и подлежи на анализа, при што горната, долната фланша и ребрата се соодветно 

изолирани. Слика 7, го прикажува начинот на распределба на моменти и сили на смолкнување 

во секој изолиран елемент. Согласно симетријата од аспект на дистрибуција на сили може да се 

воспостават одредени релации 

𝑚𝐴𝐷 =  𝑚𝐷𝐴; 𝑚𝐵𝐶 =  𝑚𝐶𝐵; 𝑞𝑦𝐴 =  𝑞𝑦𝐷; 𝑞𝑥𝐴 =  𝑞𝑥𝐵; 𝑞𝑦𝐵 =  𝑞𝑦𝐶; 𝑞𝑥𝐴 =  𝑞𝑥𝐷        (23-1(2,3,4,5,6)) 

Од условите на рамнотежа за моментите на свиткување релацијата (24) може да се дефинира 

како: 

𝑚𝐴𝐷 + 𝑚𝐴𝐵 =  0; 𝑚𝐵𝐴 + 𝑚𝐵𝐶 =  0; 𝑞𝑦𝐴 =  𝑞𝑦𝐷 =  
−2𝑚𝐴𝐷

𝑏
; 𝑞𝑦𝐵 =  𝑞𝑦𝐶 =  

−2𝑚𝐵𝐶

𝑏
; 𝑞𝑥𝐴 = 𝑞𝑥𝐵 =

 𝑞𝑥𝐶 =  𝑞𝑥𝐷 =  
(𝑚𝐴𝐵+𝑚𝐵𝐴)

ℎ
                                                                       (24-1(2,3,4,5)) 

Со комбинација на релациите (23) и (24) се доаѓа до р елацијата (25): 

𝑞𝑥 = 𝑞𝑥𝐴 +  𝑞𝑥𝐷 =
2(𝑚𝐴𝐵+𝑚𝐵𝐴)

ℎ
= −

2(𝑚𝐴𝐷+𝑚𝐵𝐶)

ℎ
; 𝑞𝑦 = 𝑞𝑦𝐴 +  𝑞𝑦𝐷 =  −

2(𝑚𝐴𝐷+𝑚𝐵𝐶)

𝑏
; 𝑞𝑥 = 𝑞𝑦

𝑏

ℎ
     

 (25-1(2,3)) 

Јазлите од рамката се земаат како крути, и затоа компонентите од сандачестиот носач може да се 

пресметаат како „носач со вклештени краеви“. Базирајќи се на равенките преку кои се 

дефинираат деформациите, релацијата помеѓу напречниот момент и напречното еластично 

поместување (flexural) може да се дефинира како: 

𝑚𝐴𝐷 =  
2𝐸𝐼𝑢

𝑏
(3𝜃𝐴 − 6

∆𝑤𝑢

𝑏
); 𝑚𝐵𝐶 =  

2𝐸𝐼𝑙

𝑏
(3𝜃𝐵 − 6

∆𝑤𝑙

𝑏
); 𝑚𝐴𝐵 =  

2𝐸𝐼𝑤

𝑏
(2𝜃𝐴 + 𝜃𝐵 + 6

∆𝑣

ℎ
); 𝑚𝐵𝐴 =

 
2𝐸𝐼𝑤

𝑏
(𝜃𝐴 + 2𝜃𝐵 + 6

∆𝑣

ℎ
)                                                         (26-1(2,3,4)) 

Каде 𝜃𝐴 и 𝜃𝐵 ги претставуваат аглите на ротација во точките 𝐴 и 𝐵 соодветно, и при тоа 

∆𝑣 =  
∆𝑣𝑢+∆𝑣𝑙

2
                                                                                                                     (27) 

Преку обединување на релациите (26-1)-(26-3) во (24-1) и (24-2), релацијата (27) се добива: 

2𝐸𝐼𝑢

𝑏
(3𝜃𝐴 − 6

∆𝑤𝑢

𝑏
) +

2𝐸𝐼𝑤

𝑏
(2𝜃𝐴 + 𝜃𝐵 + 6

∆𝑣

ℎ
) = 0, 

2𝐸𝐼𝑙

𝑏
(3𝜃𝐵 − 6

∆𝑤𝑙

𝑏
) +

2𝐸𝐼𝑤

𝑏
(𝜃𝐴 + 2𝜃𝐵 + 6

∆𝑣

ℎ
) = 0 

 (27-1), (27-2) 

И потоа се редефинираат релациите како: 

𝜃𝐵 = −𝜃𝐴 (
3ℎ

𝑏

𝐼𝑢

𝐼𝑤
+ 2) +

6ℎ𝐼𝑢

𝑏2𝐼𝑤
∆𝑤𝑢 −

6

ℎ
∆𝑣, 𝜃𝐴 = −𝜃𝐵 (

3ℎ

𝑏

𝐼𝑙

𝐼𝑤
+ 2) +

6ℎ𝐼𝑙

𝑏2𝐼𝑤
∆𝑤𝑙 −

6

ℎ
∆𝑣        (28-1), (28-2) 

Потоа може да се пресмаат 𝜃𝐴 и 𝜃𝐵: 

𝜃𝐴 =
−

ℎ𝐼𝑙∆𝑤𝑙
𝑏𝐼𝑤𝑏

+(
2ℎ𝐼𝑢
𝑏𝐼𝑤

+
3ℎ2𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏2𝐼𝑤
2 )

2∆𝑤𝑢
𝑏

−(
3ℎ𝐼𝑙
𝑏𝐼𝑤

+1)
2∆𝑣

ℎ

1+
2ℎ(𝐼𝑙+𝐼𝑢)

𝑏𝐼𝑤
+

3ℎℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑏𝐼𝑤
2

, 𝜃𝐵 =
−

ℎ𝐼𝑢∆𝑤𝑢
𝑏𝐼𝑤𝑏

+(
2ℎ𝐼𝑙
𝑏𝐼𝑤

+
3ℎ2𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏2𝐼𝑤
2 )

2∆𝑤𝑙
𝑏

−(
3ℎ𝐼𝑢
𝑏𝐼𝑤

+1)
2∆𝑣

ℎ

1+
2ℎ(𝐼𝑙+𝐼𝑢)

𝑏𝐼𝑤
+

3ℎℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑏𝐼𝑤
2

       (29-1), (29-2) 

Од релацијата (26) може да се пресмета: 

𝑚𝐴𝐷 =
2𝐸𝐼𝑢

𝑏
[

−
3ℎ

𝑏

𝐼𝑙
𝐼𝑤

1+
2ℎ(𝐼𝑙+𝐼𝑢)

𝑏𝐼𝑤
+

3ℎℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑏𝐼𝑤
2

(
2∆𝑤𝑙

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
) +

−3(1+
2ℎ𝐼𝑙
𝑏𝐼𝑤

)

1+
2ℎ(𝐼𝑙+𝐼𝑢)

𝑏𝐼𝑤
+

3ℎℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑏𝐼𝑤
2

(
2∆𝑤𝑢

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
)]               (30-1) 
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𝑚𝐵𝐶 =
2𝐸𝐼𝑙

𝑏
[

−
3ℎ

𝑏

𝐼𝑢
𝐼𝑤

1+
2ℎ(𝐼𝑙+𝐼𝑢)

𝑏𝐼𝑤
+

3ℎℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑏𝐼𝑤
2

(
2∆𝑤𝑢

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
) +

−3(1+
2ℎ𝐼𝑢
𝑏𝐼𝑤

)

1+
2ℎ(𝐼𝑙+𝐼𝑢)

𝑏𝐼𝑤
+

3ℎℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑏𝐼𝑤
2

(
2∆𝑤𝑙

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
)]                (30-2) 

Од релацијата (25-2) се добива: 

𝑞𝑦 =  −
2(𝑚𝐴𝐷+𝑚𝐵𝐶)

𝑏
, 𝑞𝑦 =  

24𝐸𝐼𝑤

𝑏ℎ

1

1+

𝑏
ℎ

+2
𝐼𝑢
𝐼𝑤

+
𝐼𝑙

𝐼𝑤
𝐼𝑙

𝐼𝑤
+

3ℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝐼𝑤
2

(
2∆𝑤𝑙

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
) +

24𝐸𝐼𝑤

𝑏ℎ

1

1+

𝑏
ℎ

+2
𝐼𝑙

𝐼𝑤
+

𝐼𝑢
𝐼𝑤

𝐼𝑢
𝐼𝑤

+
3ℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝐼𝑤
2

(
2∆𝑤𝑢

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
)     (31) 

Дисторзиониот момент како резултат на дисторзија може да се пресмета преку: 

𝑇𝐷𝑤 =  𝑞𝑦𝑏 =
24𝐸𝑠𝐼𝑤

𝑏ℎ

1

1+

𝑏
ℎ

+2
𝐼𝑢

𝑛𝐸𝐼𝑤
+

𝐼𝑙
𝐼𝑤

𝐼𝑙
𝐼𝑤

+
3ℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑛𝐸𝐼𝑤
2

(
2∆𝑤𝑙

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
) +

24𝐸𝑠𝐼𝑤

𝑏ℎ

1

1+

𝑏
ℎ

+2
𝐼𝑙

𝐼𝑤
+

𝐼𝑢
𝑛𝐸𝐼𝑤

𝐼𝑢
𝑛𝐸𝐼𝑤

+
3ℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑛𝐸𝐼𝑤
2

(
2∆𝑤𝑢

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
)                          (32) 

Дисторзионата крутост на сандачестиот носач се добива како: 

𝐾𝐷𝑤,𝑢 =  
24𝐸𝑠𝐼𝑤

𝛼𝑢ℎ
,   𝛼𝑢 = 1 +

𝑏

ℎ
+2

𝐼𝑙
𝐼𝑤

+
𝐼𝑢

𝑛𝐸𝐼𝑤
𝐼𝑢

𝑛𝐸𝐼𝑤
+

3ℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑛𝐸𝐼𝑤
2

; 𝐾𝐷𝑤,𝑙 =  
24𝐸𝑠𝐼𝑤

𝛼𝑙ℎ
,   𝛼𝑢 = 1 +

𝑏

ℎ
+2

𝐼𝑢
𝑛𝐸𝐼𝑤

+
𝐼𝑙

𝐼𝑤
𝐼𝑙

𝐼𝑤
+

3ℎ𝐼𝑙𝐼𝑢

𝑏𝑛𝐸𝐼𝑤
2

               (33-1), (33-2) 

Истотака: 

𝜃𝑢 =
2∆𝑤𝑢

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
 ; 𝜃𝑙 =

2∆𝑤𝑙

𝑏
+

2∆𝑣

ℎ
                                                               (34-1), (34-2) 

Релацијата (32) може да се запише: 

𝑇𝐷𝑤 = 𝐾𝐷𝑤,𝑢𝜃𝑢 + 𝐾𝐷𝑤,𝑙𝜃𝑙                                                                                                   (35) 

Затоа, the strain energy due to the shear stress може да пресмета согласно следнава релација: 

𝑈𝜏 =
1

2
∫ 𝑇𝐷𝑤

𝑙

0
𝜃𝑑𝑧 =

1

2
(𝐾𝐷𝑤,𝑢 ∫ 𝜃𝑢

2𝑑𝑧
𝑙

0
+ 𝐾𝐷𝑤,𝑙 ∫ 𝜃𝑙

2𝑑𝑧
𝑙

0
)                                                  (36) 

2.5. Надворешни влијанија 

Изразот за влијанија од страна на дисторзионите сили може да се воспостави преку: 

𝑉𝑚 = − ∫
𝑚𝑇

4

𝑙

0
𝜃𝑢𝑑𝑧 − ∫

𝑚𝑇

4

𝑙

0
𝜃𝑙𝑑𝑧                                                                                                              (37) 

2.6. Основната диференцијална равенка за дисторзија 

Со сумирање на релациите (17), (36) и (37), the total potential energy Π е дадена како:  

Π =  𝑈𝜎 + 𝑈𝜏 + 𝑉𝑚 

Π =
𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,1

2
∫ (

𝑑2𝜃𝑢

𝑑𝑧2 )
2

𝑑𝑧
𝑙

0
+

𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,2

2
∫ (

𝑑2𝜃𝑙

𝑑𝑧2 )
2

𝑑𝑧
𝑙

0
+

1

2
(𝐾𝐷𝑤,𝑢 ∫ 𝜃𝑢

2𝑑𝑧
𝑙

0
+ 𝐾𝐷𝑤,𝑙 ∫ 𝜃𝑙

2𝑑𝑧
𝑙

0
) −

∫
𝑚𝑇

4

𝑙

0
𝜃𝑢𝑑𝑧 − ∫

𝑚𝑇

4

𝑙

0
𝜃𝑙𝑑𝑧                                                                                                                                                   (38) 

За да се минимизира the total potential energy Π, the variation potential energy 𝛿Π = 0 is valid for any 

set of boundary conditions, и при тоа мора да биде задоволена релацијата: 

𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,1
𝑑4𝜃𝑢

𝑑𝑧4 + 𝐾𝐷𝑤,𝑢𝜃𝑢 =
𝑚𝑇

4
; 𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,2

𝑑4𝜃𝑙

𝑑𝑧4 + 𝐾𝐷𝑤,𝑙𝜃𝑙 =
𝑚𝑇

4
                                   (39-1), (39-2) 

Од тука се дефинирани релациите за дисторзија кај еден сандачест носач: 

824



𝑑4𝜃𝑢

𝑑𝑧4 + 4𝜆𝑢
4 𝜃𝑢 =

1

𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,1

𝑚𝑇

4
,   𝜆𝑢 = √

𝐾𝐷𝑤,𝑢

4𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,1

4
; 

𝑑4𝜃𝑙

𝑑𝑧4 + 4𝜆𝑙
4𝜃𝑙 =

1

𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,2

𝑚𝑇

4
,   𝜆𝑙 = √

𝐾𝐷𝑤,𝑙

4𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤,2

4
 (40-1), (40-2) 

Овие диференцијални равенки се решаваат со користење на BEF аналогијата и преку анализа на 

условите на рамнотежа. 

3. АПЛИКАЦИЈА НА ПРИСТАПОТ 

Предложениот пристап е аплициран на еден спрегнат сандачест носач чие потпирање се зема 

дека е како проста греда и кој се товари сосоодветен дисторзионен товар. Најпрво примерот кој 

е избран се пресметува согласно предложениот метод и преку решавање на диференцијалните 

равенка со помош на BEF аналогијата. Резултатите се претставени во поделните табели.  

 
 

Табела 1: карактеристики на напречниот пресек, потребни за решавање на основните 

диференцијални равенки 

Равенска (40-1) Равенска (40-2) 

𝛽 = 13.89 

Функција на витоперење во: 

Точка 1   

Точка 2 

Точка 3 

𝜔𝑑1 = 0.353 [𝑚2] 
𝜔𝑑2 = 0.705 [𝑚2] 
𝜔𝑑3 = 4.903[𝑚2] 

Дисторзиона константа на витоперење 

За горен појас 𝐼𝐷𝑤.𝑢 = 0.92823 [𝑚6] 
За ребро 𝐼𝐷𝑤.𝑤1 = 0.001 [𝑚6] 

Дисторзиона константа на витоперење 

За долен појас 𝐼𝐷𝑤.𝑙 = 0.7835 [𝑚6] 
За ребро 𝐼𝐷𝑤.𝑤2 = 1.856 ∙ 10−5[𝑚6] 

𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤.𝑤1 =  𝐸𝑠𝐼𝐷𝑤.𝑤2 

Дисторзиона крутост на рамката  

𝐾𝐷𝑤𝑢 = 0.4097 𝑀𝑁 

Дисторзиона крутост на рамката 

𝐾𝐷𝑤𝑙 = 0.1896  𝑀𝑁 

𝜆𝑢𝑙 = 14861𝑙  𝜆𝑙𝑙 = 0.3321𝑙 

4. ЗАКЛУЧОК 

Се предлага нов, практичен метод за истражување на дисторзионото однеување на спрегнатите 

сандачести носачи, и за согледување на распределбата на напрегањата кај носачите земајки го 

предвид влијанието на различната крутост која ја дава бетонската плоча. Дава увид во одговорот 

на прегнатите сандаци при појава на дисторзија и со тоа може да е корити за предвидување на 

однесувањето на сандаците со една ќелија кои имаат најмлаку една оска на симетрија. За да се 

добие што поточен дисторзионен агол, кривата на свиткување и за горната бетонска и за долната 

челична фланша треба да се изврши интеграција на дериватите од основната диференцијална 

равенка. 
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