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Vo trudot e napravena analiza i matemati~ki model na linearnata i 

la~nata aproksimacija na sinteti~kite povr{ini formirani od splajn-krivi vo 

dvata pravci. Sinteti~kite povr{ini se koristat vo geometriskiot i 

in`enerskiot dizajn, a najmnogu vo CAD/CAM sistemite. Izrabotkata na slo`enite 

sinteti~ki povr{ini se vr{i so sovremeni NC ma{ini {to sodr`at visoko 

sofisticirani kontroleri. Kontrolerite na postarite NC ma{ini nemaat 

funkcii za prepoznavawe na splajn-krivite. Kaj ovie ma{ini e neophodna 

prethodna aproksimacija na odredena kriva so pomo{ na matemati~ki aparat.  

 

Klu~ni zborovi: sinteti~ka povr{ina, splajn-kriva 

 

 

1. VOVED 

 

Vo sovremenite dizajnerski ku}i, 

kade {to se modeliraat avtomobili, 

avioni, brodovi ili energetski 

postrojki se sretnuvaat ma{inski delovi 

so slo`ena geometriska forma. Oblikot 

ili formata proizleguva od baraweto da 

se postigne estetska ili aerodinami~ka 

linija na proizvodot. Za postignuvawe na 

takvite prefineti oblici e neizbe`na 

primena na takanare~eni sinteti~ki 

povr{ini [1]. Sinteti~kite povr{ini se 

3D povr{ini, koi pretstavuvaat spoj 

(sinteza) na pove}e sinteti~ki krivi vo 

dva pravci, a se karakteriziraat so mazna 

(neiskr{ena) krivoliniska forma. 

Sinteti~kite krivi {to se protegaat vo 

edniot pravec gi vikame podol`ni 

izvodnici, a vo drugiot pravec popre~ni 

izvodnici. Sinteti~kite krivi mo`at da 

bidat krivi od vtor, tret, ~etvrti, petti, 

{esti i povisok red. Vo industrijata se 

koristat najednostavnite krivi od vtor 

red nare~eni u{te koniki, i od tret red 

nare~eni kubiki.  

Krivi od vtor red ili koniki se 

krugot, elipsata, hiperbolata i 

parabolata. Krivi od tret red se splajn-

krivite. Na slikata 1 e prika`ana 

sinteti~ka povr{ina, sostavena od 

splajn-krivi vo dvata pravci. 

Sinteti~kata povr{ina mo`e da 

se pretstavi so ednostaven parametarski 

izraz [1,4]: 
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ili so zbir na mre`a od kontrolni to~ki 

vo pravec na podol`nite i popre~nite 
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Sosednite kontrolni to~ki se 

povrzuvaat so splajn-krivi vo dvata 

pravci: 
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Sl. 1. Sinteti~ka povr{ina sostavena  

od splajn-krivi vo dva pravci 



Splajn-krivite se definirani so 

dopolnitelni to~ki {to se dobivaat so 

slednite matemati~ki izrazi i  {to 

zavisat od parametrite u i t: 
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kade  

x,y,z - koordinati na to~ki od 

krivata 

Bo(t) - (Blending function) funkcija 

za spojuvawe 

t - parametar 

 

Brojot na dopolnitelnite to~ki 

zavisi od vidot na upotrebenata kriva, 

odnosno od funkcijata za spojuvawe na 

kontrolnite to~ki od krivata. Vo 

zavisnost od funkcijata za spojuvawe 

razlikuvame razli~ni splajn-krivi: B-

spline, Cubic B-spline, Bezierova  itn. 

[1,2,3,4].  

Funkcija za spojuvawe na Cubic B-spline: 
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2. APROKSIMACIJA NA SINTETI^KITE POVR[INI 

 

Problemot na aproksimacija na 

povr{ina sostavena od splajn-krivi vo 

dvata pravci stanuva mnogu aktuelen 

poradi postarite NC ma{ini, koi 

nemo`at da ja kontroliraat funkcijata 

spline [4]. 

Izvr{ena e analiza na 

proizvolna sinteti~ka povr{ina, 

dobiena so sinteza na Cubic B-spline krivi 

vo dvata pravci (sl.2.). Sinteti~kata 

povr{ina se dobiva so lizgawe na splajn-

krivata f(xy) koja le`i vo ramnina xy po 

splajn-kriva f(xz) koja le`i vo ramnina xz 

(sl.3.). Aproksimacijata na povr{inata 

se sostoi vo poedine~na aproksimacija na 

splajn-krivite vo dvata pravci. Splajn-

krivite se aproksimirani so linearna i 

la~na linija. 

 

 
Sl. 2. Sinteti~ka povr{ina formirana 

od Cubic B-spline krivi vo dvata pravci 
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Sl. 3. Sinteti~ka povr{ina formirana 

od Cubic B-spline krivi f(xy) i f(xz) 

 

Aproksimiranata linija kako 

edna izvodnica od sinteti~kata 

povr{ina se dobiva so koristewe na 

postapka {to se sostoi od radijalno 

postavuvawe pravi, koi trgnuvaat od 

te`i{teto na splajn-krivata, pod agol  

i se se~at so nea vo to~ki T0, T1 ... Tn. 

Dobienite to~ki se povrzuvaat so prava 

ili lak, pri {to se dobiva 

aproksimiranata linija. O~igledno e 

deka od brojot na to~kite }e zavisi 

preciznosta na dobienata aproksimacija. 

So zgolemuvawe na brojot na prese~nite 

to~ki, odnosno so namaluvawe na agolot 

 se dobivaat pomali segmenti, {to 

pridonesuva za pogolema preciznost na 

aproksimacijata. Sporedbata na 

sinteti~kata povr{ina i 

aproksimiranata povr{ina dobiena so 

linearna ili la~na aproksimacija se 

vr{i so statisti~ka analiza na 

razlikata na nivnite volumeni. Volumen 



na povr{inata izrazena so funkcijata 

f(x,y,z) ograni~ena so trodimenzionalna 

oblast J3 iznesuva: 
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a volumenot na aproksimiranata 

povr{ina izrazena so funkcijata g(x,y,z) 

iznesuva: 
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Razlikata na volumenite se definira so 

matemati~kiot izraz: 
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Sli~nosta na zadadenata i 

aproksimiranata povr{ina se 

opredeluva so odnosot na volumenite: 
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Sli~nosta na povr{inite e najgolema, 

ako razlikata na volumenite na 

povr{inite e ednakva na nula V=0.  

 

2.1. LINEARNA APROKSIMACIJA 

 

So linearnata aproksimacija 

splajn-krivite od povr{inata se 

pretvoraat vo iskr{eni poligonalni 

linii. Poligonalnata linija 

pretstavuva spoj na to~kite dobieni so 

presek na segmentite i splajn-krivata 

(sl.4.).  

Rastojanieto od to~kata do 

sosednata to~ka na poligonalnata linija 

se obele`uva so dline a najgolemoto 

otstapuvawe na splajn-krivata do 

poligonalnata linija so dline. 
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Sl. 4. Linearna aproksimacija 

na Cubic B-spline kriva f(xy) 

 

 

 

Tabela 1  

Linearna aproksimacija 

Broj na 

to~ki ili 

segmenti Tn 

Agol 

  

Otstapuvawe 

dline(max) [mm] 

Otse~ok na 

segmentot 

dline(max) [mm] 

Sli~nost 

Sd 

Razlika na 

volumeni 

V [mm3] 

 
VS =157169.7880 

Sli~nost 

SV 

Ramnina xy Ram.xy Ramnina xy Ramnina xy Ramnina xy 

Ramnina xz Ram.xz Ramnina xz Ramnina xz Ramnina xz 

12 30 6.6148 29.6742 0.8461674 
139225.4018 0.1141719 

12 30 16.2277 92.7911 0.8701784 

36 10 1.1313 12.2047 0.9736906 
19057.9900 0.8787426 

36 10 2.3639 38.0947 0.9810888 

120 3 0.1386 3.7880 0.9967767 
2324.5141 0.9852101 

120 3 0.6389 12.1662 0.9948888 

360 1 0.0652 1.3123 0.9984837 
333.8120 0.9978761 

360 1 0.1972 4.1460 0.9984224 
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Sli~nosta na poligonalnata 

linija i splajn-krivata mo`e da se 

analizira i so odnosot na maksimalnata 

dol`ina na otstapuvaweto dline(max) i 

rastojanieto na to~kata do te`i{teto na 

povr{inata R(xy): 
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Sli~nosta na izvodnicite na 

povr{inite vo drugiot pravec ili vo 

ramninata xz iznesuva: 
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Sporedbata na povr{inata 

formirana od splajn-krivi i povr{inata 

formirana od poligonalni linii e 

napravena so statisti~ka analiza 

pretstavena vo tabelata 1. Od 

statisti~kata analiza se gleda, deka 

preciznosta raste so zgolemuvaweto na 

brojot na to~kite ili segmentite. 

Sli~nosta zavisi od zakrivenosta 

na krivite. Ako e krivata mnogu 

zakrivena, toga{ treba da se podeli na 

pogolem broj segmenti. Se postavuva 

pra{awe na kolku segmenti da se podeli 

krivata, odnosno kolku iznesuva agolot 

. Odnapred se definira sli~nosta na 

splajn-krivata i poligonalnata linija, 

odnosno na edna od izvodnicite na 

sinteti~kata povr{ina Sd(xy)=Sd(xz)=0.999 

i se dobiva dozvolenoto otstapuvawe vo 

ramninata xy dline(max)=0.043[mm], a vo 

ramninata xz dline(max)=0.125[mm]. 

Zakrivenosta na splajn-krivata se 

izrazuva preku vovedeniot koeficient 

na zakrivenost, koj pretstavuva odnos na 

dline(max)/dline(max). Analiziraj}i go 

koeficientot na zakrivenost vo 

ramninata xy se dobiva nizata na broevi:  

0.2229→0.0927→0.0571→0.0497  

Za agol =1[o] otstapuvaweto e 

dline(max)=0.0652[mm], koeficientot na 

zakrivenost e 0.0497, {to zna~i za 

zadovoluvawe na prethodnite barawa, 

istovremeno sledej}i go te`nenieto na 

broevite od nizata se pretpostavuva 

koeficient na zakrivenost 0.04. 

Od koeficientot na zakrivenost vo 

ramninata xz se dobiva nizata na broevi: 

0.1749→0.0621→0.0525→0.0476 

Se pretpostavuva koeficient na 

zakrivenot 0.04. So toa ja opredelivme 

zakrivenosta na splajn-krivite vo dvata 

pravci. Koristej}i gi podatocite na 

zakrivenosta na krivite se opredeluva 

dline(max)=0.87[mm] vo ramninata xy i 

dline(max)=2.63[mm] vo ramninata xz. Potoa 

se odreduva potrebniot agol  i brojot 

na segmentite neophodni za postignuvawe 

na odnapred definiranite golemini na 

sli~nost na sinteti~kite povr{ini:  
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R
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arcsin(

(max)line 
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Vo slu~ajov, da se zadovoli odnapred 

definiranata sli~nost na povr{inite 

agolot treba da e =0.848[o] vo ramninata 

xy i =0.852[o] vo ramninata xz.  

 

2.2. LA^NA APROKSIMACIJA 

 

Postapkata za dobivawe na la~no 

aproksimirana povr{ina e sli~na kako 

kaj linernata aproksimacija. Razlikata e 

vo toa {to dobienite prese~ni to~ki na 

segmentnite linii so splajn-krivite se 

povrzuvaat so laci, odnosno delovi od 

krug. Spojot na dve sosedni prese~ni 

to~ki pretstavuva tetiva na kru`nica so 

radius Rk (sl. 5.).  

Centar na lakot se dobiva so presek na 

normalite na dve sosedni tetivi : 
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a radiusot na lakot e ednakov na: 
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Sl. 5. Model za la~na aproksimacija 

 

La~noto rastojanie od to~kata do 

sosednata to~ka na la~nata linija se 

obele`uva so darc a najgolemoto 

otstapuvawe na splajn-krivata do 

la~nata linija so darc (sl. 6.). 
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Sl. 6. La~na aproksimacija  

na Cubic B-spline kriva f(xy) 

 

Sli~nosta na la~nata linija i 

splajn-krivata mo`e da se analizira i so 

odnosot na maksimalnata dol`ina na 

otstapuvaweto darc(max) i rastojanieto na 

to~kata do te`i{teto na povr{inata 

R(xy): 
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Sli~nosta na izvodnicite na 

povr{inite vo drugiot pravec ili vo 

ramninata xz iznesuva: 
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Sporedbata na povr{inata 

formirana od splajn-krivi i povr{inata 

formirana od la~ni linii e napravena 

so statisti~ka analiza pretstavena vo 

tabelata 2. Od statisti~kata analiza se 

gleda, deka preciznosta raste so 

zgolemuvaweto na brojot na to~kite ili 

segmentite. 

  

 

Tabela 2  

La~na aproksimacija 

Broj na 

to~ki ili 

segmenti Tn 

Agol 

  

Otstapuvawe 

darc(max) [mm] 

Otse~ok na 

segmentot 

darc(max) [mm] 

Sli~nost 

Sd 

Razlika na 

volumeni 

V [mm3] 

 
VS =157169.7880 

Sli~nost 

SV 

Ramnina xy Ram.xy Ramnina xy Ramnina xy Ramnina xy 

Ramnina xz Ram.xz Ramnina xz Ramnina xz Ramnina xz 

12 30 6.1425 29.6742 0.8571511 
133749.1715 0.1490147 

12 30 15.8527 92.7911 0.8731784 

36 10 0.5287 12.2047 0.9877046 
13960.0633 0.9111784 

36 10 2.1567 38.0947 0.9827464 

120 3 0.1145 3.7880 0.9973372 
793.0180 0.9949544 

120 3 0.3719 12.1662 0.9970248 

360 1 0.0171 1.3123 0.9996023 
101.1100 0.9993567 

360 1 0.1192 4.1460 0.9990464 
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Sleduva primer za odreduvawe na 

agolot . Odnapred se definira 

sli~nosta na splajn-krivata i la~nata 

linija, odnosno na edna od izvodnicite na 

sinteti~kata povr{ina Sd(xy)=Sd(xz)=0.999 

i se dobiva dozvolenoto otstapuvawe vo 

ramninata xy darc(max)=0.043[mm], a vo 

ramninata xz darc(max)=0.125[mm]. 

Zakrivenosta na splajn-krivata se 

izrazuva preku vovedeniot koeficient 

na zakrivenost, koj pretstavuva odnos na 

darc(max)/darc(max). Analiziraj}i go 

koeficientot na zakrivenost vo 

ramninata xy se dobiva nizata na broevi:  

0.2069→0.0433→0.0302→0.0130  

Za agol =1[o] otstapuvaweto e 

darc(max)=0.0171[mm], koeficientot na 

zakrivenost e 0.0130, {to zna~i za 

zadovoluvawe na prethodnite barawa, i 

istovremeno sledej}i go te`nenieto na 

broevite od nizata se pretpostavuva 

koeficient na zakrivenost 0.02. 

Od koeficientot na zakrivenost vo 

ramninata xz se dobiva nizata na broevi: 

0.1708→0.0566→0.0306→0.0287 

Se pretpostavuva koeficient na 

zakrivenot 0.03. So toa ja opredelivme 

zakrivenosta na splajn-krivite vo dvata 

pravci. Koristej}i gi podatocite na 

zakrivenosta na krivite se opredeluva 

darc(max)=2.15[mm] vo ramninata xy i 



darc(max)=4.17[mm] vo ramninata xz. Potoa 

se odreduva potrebniot agol  i brojot 

na segmentite neophodni za postignuvawe 

na odnapred definiranite golemini na 

sli~nost na sinteti~kite povr{ini:  
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Vo slu~ajov, da se zadovoli odnapred 

definiranata sli~nost na povr{inite 

agolot treba da e =2.028[o] vo ramninata 

xy i =1.351[o] vo ramninata xz. 

 

3. ZAKLU^OK 

 

Aktuelnosta na istra`uvaweto na 

aproksimacijata na sinteti~kite 

povr{ini formirani od splajn-krivi vo 

dvata pravci proizleguva od 

sekojdnevnata primena vo industriskiot 

dizajn. 

Napraven e geometriski i 

matemati~ki model za aproksimacija na 

sinteti~kite povr{ini formirani od 

splajn-krivi vo dvata pravci. So 

koristewe na poznata postapka splajn-

krivite se delat na odreden broj 

segmenti, koi  potoa se spojuvaat so 

linearna ili la~na linija. Analizata 

napravena so sporeduvawe na splajn 

krivite i linearno i la~no 

aproksimiranite linii poka`uva kakva 

podelba na segmenti treba da se napravi 

za da se postigne odredena sli~nost. 

Prezentirana e presmetka na agolot na 

segmentnite linii neophodni za 

aproksimacijata. Metodot na 

presmetkata na agolot na segmentite e  

baziran na voveden koeficient na 

zakrivenost na krivite, {to rezultira 

so golema preciznost.  
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Summary 

 

Analysis of linear and arc approximation of synthetic surfaces 
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In this paper, an analysis and a mathematical 

model for linear and arc approximation of the synthetic 

surfaces are presented. Synthetic surfaces are composed of 

splines in two directions. Synthetic surfaces are used in 

engineering design for describing parts with aerodynamic 

or other functional and esthetic shapes. Synthetic surfaces 

can be represented with majority of contemporary CAD 

systems. The modern NC machines contain highly 

sophisticated controllers, which provide complex synthetic 

surfaces manufacturing. The controllers of the older NC 

machines do not have functions for spline identification. It 

is necessary to perform a mathematical approximation of 

synthetic surface form of splines in two directions.  

 

 


