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ФОРМИРАЊЕ КРИТЕРИУМИ ЗА РЕДУКТИБИЛНОСТ 
НА НЕКОЙ КЛАСИ ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ

РАВЕНКИ
У В О Д

Големата примена на линеарните диференцијални равенки 
во анализата и посебно во применетета математика е нало
жила, од диференцијалните равенки тие да бидат најдобро 
изучени. Меѓутоа класите линеарни диференцијални равенки 
интеграбилни со квадратури, т. е. оние чии што општи ин
теграл е алгебарска функција или може да се изрази со 
класичните трансцедентни функции, се многу ограничена 
Тоа значи дека во општ случај не е можно според фор
мата на една линеарна диференцијална равенка, да се познае 
дали таа равенка е интеграбилна или не е. Поради тоа по 
различии начини се установуваат методи за решаван>е на 
извесни класи диференцијални равенки*.

Во основата на оваа работа се наоѓа аналогијата што 
постои меѓу алгебарските и линеарните диференцијални 
равенки. Како што е познато, проблемот за решение на 
една диференцијална равенка се состой во тоа, да се најде 
таква функција од независно променливата што ja иден
тично задоволува. Тоа е пак особината на коренот на една 
алгебарска равенка. Уште повеќе, бројот на основните 
функции, кој го определуваат општиот интеграл, се сложува 
со редот на диференцијалната равенка, што е случај и со 
бројот на корените на алгебарската равенка. Овие окол- 
ности, и многу други, ќако теоријата за симетричните 
функции, теоријата за инваријантите, теоријата за групите, 
за алгебарските равенки, раширени и на линеарните диферен- 
цијални равенки, се условили извесна аналогија помету нив.

Особините за разложливост и редуктибилност на ли
неарните хомогени диференцијални равенки од споменатата 
аналогија ќебидат ползувани во предложената работа за

БЛАГОЈ С. ПОПОВ

* Доведувајќи ja линеарната диференцијална равенка во врска 
со групите на S. Lie, Vessiot1) покажува дека таа во општ случај не е 
интеграбилна.



4 Благој С. Попов

ус4ановуван>е општи критериуми на редуктибилност на некој 
класи линеарни диференцијални равенки.

Интересните истра жувагьа2) на проф. М и т р и н о в и ќ ,  
во врска со проблемот за разложливост и редуктибилност 
на линеарните диференцијални равенки, ни се дали инте
рес со удобноста на методите да ги исползваме за доби- 
вање на тие општи критериуми на редуктибилност. Тие 
методи на Митриновиг с  се укажуваат нарочно ефикасни, 
ако се применат на диференцијални равенки чии што кое- 
фициенти се рационални функции од независно променливата 
или се сведуваат на такви.

Во првиот дел ние модифицираме некој докази и раз- 
виваме особено познати разгледувања, воведувајќи многу 
посредни расудувања, што следуваат од споменатата ана- 
логија меѓу линеарните диференцијални равенки и алгебар- 
ските. При тоа ja користиме методата на симболичните 
оператори, што се голем успех се употребува, како што е 
познато во теоријата на линеарните диференцијални равенки 
со постојани коефициенти, и каде што доага до израз ана- 
логијата меѓу диференцијалниот полином и алгебарскиот.

Во овој дел го разгледуваме проблемот за наогање 
заедничко решение на две диференцијални равенки, како и 
особината за разложливост на еден линеарен диференцијален 
полином на линеарни симболични фактори. Се разгледува и 
особината за редуктибилност на една равенка и основните 
принципи на то] поим.

За даден диференцијален полином од я-ти ред (я ]> 1), 
разложлив на ясимболични фактори ги даваме законите за 
формирање на коефициентите му во функции од коефициен- 
тите на симболичните фактори. Како последица на овие 
формули следува и обликот на еден диференцијален поли
ном разложлив на симболични фактори

L {x ,D )y s U  (/',■, D  +  f tl D  Ig  D _ d_

каде што Wi се Вронскиани образувани од соодветните 
системи интеграли. Така добиените формули претставуваат 
извесно уопштување на тие дадени од V i n c e n t 3), F l o -  
q u е t 4) и M a m m a n a 5).

Исто така се разгледува и обликот на една диферен- 
цијална равенка од я-ти ред, кога таа има я конјугирани во 
смисол на B r a s s i n  решениЈа.

Вториот дел, користејќи ja особината за разложливост 
на една линеарна диференцијална равенка од я-ти ред на 
линеарни диференцијални равенки од први ред по методот 
на М и т р и н о в  иќ,  ни дава формирање критериуми на
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редуктибилност на некој класи диференцијални равенки од 
втори ред. Бидејќи пак секоја диференцијална равенка од 
втори ред, редуктибилна во смисол на F ro b  en i u s 6) е й  
интеграбилна, добиените критериуми претставуваат такви и 
за интеграбилноста на посматраните диференцијални равенки. 
Тешкотиите на кој се наидува при ова се од алгебарска 
природа, па е предност на посматраната метода што успева 
сите операции да ги сведе на алгебарски. Користената ме
тода има интерес и заради тоа што го дава системот ра
венки на кој се сведува дадената диференцијална равенка 
во експлицитна форма.

Диференцијалните равенки чии интеграли се специјални 
функции претставуваат предмет на третиот дел од оваа работа. 
За хипергеометриската, B e s s e l  овата, W e b e r  овата, конфлу- 
ентната хипергеометриска равенка, како и за равенките на 
H errn i te , D а г b о u х и др. ги наоѓаме условите за ре
дуктибилност а со тоа и системите линеарни равенки од 
прв ред на кој се сведуваат тие равенки при најдените 
услови.

Напомнуваме, дека критериумите за интеграбилност 
добиени од нас за посматраните класи диференцијални ра
венки претставуваат за тие равенки најопшти критериуми и 
дека сите досега познати интеграбилна ра
венки од истиот вид се добиваат како партикуларни слу
чаи од ome од нас добиени. Тоа е и проверено на многубројни 
примери систематски изложени со решениа во многу позна- 
тата книга на К а ш к е -  DifferentialgleichungLösungsme
thoden und Lösungen, Bd. 1.

Вопоследниот дел од работата покажуваме како може 
методата дадена од Ми т р и  н о в и к  да се примени и за 
диференцијални равенки од по висок ред и дека тешкотиите 
при това се пренасаат на решаванье алгебарски системи од 
равенки.

Сметам за должност да ja искажам својата благодар
ное!0'на проф. Мит р  и н о в и к  за покажаното особено инте- 
ресување при изработување на оваа работа.

I Д Е Л

НЕКОЈ ОПШТИ ОСОБИНИ НА ЛИНЕАРНИТЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ 
РАВЕНКИ ВО ВРСКА СО АНАЛОГИЈАТА МЕЃУ АЛГЕБАРСКИТЕ 

И ЛИНЕАРНИТЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛИ РАВЕНКИ 1

1. Линеарната хомогена диференцијална равенка
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чии што коефициенти се по претпоставка холоморфни 
функции од променливата х  во еден интервал (а, Э)и йо̂ 0, 
може да се посматра и како

L(х, D)ys  av {х) Dn~vy=
v=0

tl

У  °* (*)
L i/=0

j 7 =  0, D  =
d
dx’

каде што изразот

n
(1 .2 ) L s L ( x , D ) s ^ a v{x) Dn~v

17=0

се вика обичен линеарен диференцијален оператор я-ти ред. 
Изразот пак

п
av (x

v -0

го викаме диференцијален или операторски полином од 
я-ти ред.

2. Земајќи ги предвид горните означуваньа, изразот

п
(1.3) LMs Jjj?

покажува дека операторскиот симбол (1. 2) е извршен над 
М. Претставува ли пак М втор линеарен диференцијален 
оператор

т
М ^ У . b/c(x) ,

к = 0

производот LM претставува нов операторски симбол N  од 
ред п + ти пишеме

N (x,D )sL(x,D )M (x,D ).
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Викаме дека диференцијалниот оператор се добива 
со извршувањето на означените операции во L над М и 
дека Nе составен од диференцијалните оператори и М 
земени во тој ред.

Повториме ли ги истите разгледувања за ќе имаме

М (х,D) s  Q ( D)

каде што Q и R се диференцијални оператори чии симбо- 
личен производ e М. Внесена оваа вредност за М во (1. 3) 
дава

L W m ^ L Q R

По таков начин дефиницијата за симболичен производ 
од два диференцијални оператора може да се прошири за 
повеќе оператори. Лесно се заклучува дека o b o j  Производ 
е асоцијативен и дистрибутивен но не и комутативен т. е.

LM Ф ML

3. Нека се дадени диференцијалните оператори

п
L ( x , D ) s ] ? a i

i = О

m
M ( x , D ) ^

Л-0

каде што e n^> m и n-m** s.
Да означиме со P диференцијалниот оператор

s

р  i*,ö ) = 2 *  w
/=0

Toraj L може да се напише во обликот

( 1. 4)  L  -  PM  +  R .

R e диференцијален оператор од исти вид како и и 
и од ред помал од s.
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Навистина, ако за таа цел М се помножи симболично 
со р0 Ds од лево и извади од L, диференцијалниот оператор 
што го добиваме

(1. 5) L-po

е од, n - \ ред. Одново помножен операторот со р± Ds- ‘ 
и изваден ово] производ од (Î. 5) дава

L -  р0 Ds М -рх Z)4'-1

што претставува диференцијален оператор од 2 ред. Про- 
должувајќи така доаѓаме до

s
L - ' ž m M D ' - 'M - R

ѓ = 0

од каде се гледа дека Rе диференцијален оператор од 
5 -  1 ред. Последната пак релација е токму равенството (1. 4).

Ако се земат наместо операторите и Р респек-
тивно равенките Ly = 0, Му =0 и 0, ќе имаме спрема (1. 4)

Ly = РМу .

Од тука ги имаме познатите следствие:
Ако равенките Ly= 0 и Му = 0 имаат еден општ инте

грал, тогаш тој интеграл е й  на R y -  0, и обратно. Прите
кав а ли пак Ly= 0 сите интеграли на = 0, тогај очевидно 
e /?j/==0, т. е. сите коефициенти на Ry се нули.

.Во то] случа] е

L(x,D) = P(x,D)M(x,D)
односно

1 (*> -  2  Pi(*) (*)/== 0 к •■= 0

-  2  piw 2  2  (5; *) (*)
/ k i

Од добиеииот резултат следува и теоремата дадена 
од L i b r i 7)
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Ако две линеарни диференцијални равенки 0 и 
Ру-= 0 ja имаат особината, сите решенија на втората да се 
решенија и на првата равенка, тогај и без интеграција може 
да се најде една трета равенка 0 од ред 0 така, 
равенката Ly = 0 од т +s = re-ти ред да се разложува на две 
равенки од т~ ти и 5-ти ред.

4. Разлагањето на диференцијалниот полином на такви 
од понизок ред, нё води по аналогија со разлагањето на 
алгебарските полиноми на линеарни фактори, до особини нови 
и заеднички, една од кој е поимот за редуктибилност на 
линеарната диференцијална равенка.

Линеарната диференцијална равенка, на којашто кое- 
фициентите во определена облает се функции
од променливата х, се вика up е д у  к та б и л  на според 
F ro h e n iu s , кога таа ни со една хомогена линеарна дифе- 

ренцщална равенка од понизок ред, чии коефщиенши се со 
истите особини како и на дадената, нема заедничќо реше
ние; во обратен случај таа се вика редуктибилна. Секоа 
линеарна диферещщална равенка од први ред е иредукти- 
билна8).

Треба да се одбележи дека поимот за иредуктибилност 
не се ограничува само на линеарните диференцијални равенки.
Така нпр. алгебарската диференцијална равенка

Ф (х,у,у,■ ■ -у(т>) = 0, у<к> = .

каде што Ф е цела рационална функција по х, у, и неговите 
изводи, се вика иредуктибилна, кога таа во однос на 
е во алгебарски смисол иредуктибилна т. е. Ф не може да 
се разложи на производ од две равенки од понизок ред 
спрема у<т>и со коефициенти рационални по однос на

У, У', У",

и ако нема со никаква диференцијална равенка од понизок
ред и со исти карактер

'Т' (х,у, у ',-■■ = О,

заеднички интеграл.
5. Прашањето за наоѓање заеднички решенија на две 

дадени диференцијални равенки со споменатата аналогија не 
наведува на прашањето од алгебрата за наоѓање најго- 
лема заедничка мера за два цели броја или за две цели
функции.
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Според кажаното во т. 3 заедничките решенија на 
М у - 0 и ^ у  = 0 ќе бидат заеднички решенија и на /?2у  = 0 
и Му-Oj па имаме

N l-P iR x + R*

По истиот начин се добива

Ri = Pi+1 R + 2;

1 = 1, 2, • • • 1.

Pi и имаат коефициенти со исти особини како Р  и 
секога постоат неравенките

п >  в к >  tf/N-i»

каде што сгА го означува редот на
/?*+i или е равен на œ(x ) па дадените равенки имаат 

заедничко само тривиалното решение у = 0, или е нула па е 
заеДничкиот интеграл на Ly- 0 и на Му = 0 е интегралот на 
R/C+1 у  = 0.

Врз основа на кажаното се закључува:
Потребен и доволен услов за да биде една 

јална равенка редуктибилна е да може да се напише во 
обликот

L (x,D )y = P (x,D )M (x,D )y,

каде што су мата од редовите на ) и на е
равна на редот на L(x,D).

Наоѓањето на равенката што има за решенија сите 
решениа на две дадени равенки9)

n
P ( x , D ) y s J ?  0,

к = 0

m
Q (х, D) у а  2  Як = 0,

к= 0

станува практично по следниот начин. Зимаме си диферен- 
цијалните полиноми
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m
А (.к , D) у  = J e s (x) у,

s=О

В (х, D) у s  j ?  bs (x)
5 = 0

и образуваме новите полиноми

m n
Ry -  BPys 2  D m~s 2  j

5 = 0 k = 0

n m
Riy = A Q y s ^ ?  as D n- s ^  qk

s~0 Æ=0

При горната претпоставка, овие два полинома прет 
ставуваат еден ист од ред т + т. е.

Ry = RiJ

или по внесување на десните страни 

m n т—ѕ
2 ^ 2  2  ркО> Dn+n-r-s

L5 = 0 k = 0 r= 0  4 7

n m n - s

~ È  a°Ê2  (” г 5) Dm+n- r~s 1 0.5=0 к - 0 г=0 4 / J

Подредиме ли ja десната страна на оваа равенка по 
изводите на у и ставиме сите коефициенти да се рамни на 
нула, добиваме т + п+1 равенка со т + п + 2 непознати as и 
bs. Со едната непозната можеме или да ги разделиме ра- 
венките па добиваме исти број на непознати како и равенки, 
или да ги определиме првите непознати од првата равенка

«о q0 -  ö0 До = 0.

Ако ставиме а0 = р0 ќе имаме b0 = Системот равенки се 
сведува па т + п равенки со толку непознати.
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Детерминантата на системата линеарни равенки треба 
да биде различна од нула, за да ги еднозначно определиме 
коефициентите на Ау = 0 и B 0. Ако е детерминантата 
рамни на нула равенките Р у - 0  и 0 имаат заеднички 
интеграли. Нпр. ако е п-3, т -  имаме

Р (х, D)y  = (po Û3 +

Q (х, D) у  s (<7о D2 + q± у,

А (х, D)y = (а0 D3 + ax у 

B(x,D)y  = (b0D2 + bt D + b2) y

За определување коефициентите ги имаме од иден- 
титетот

[(&о D2 + b1D + b2) (р0Ds+p1D2+p2D+

-  (а0Da + a1D2 + a2D + а3) (q0 D2 + q1D + = 0

следните равенки
bopo- a oqo-0

b о (2 Po' + р±) + a0 (3 + -  at q» = 0

b0 (Po" + 2Pi +  Pu) + h  (po' + Pi) + b2p0-  a0 (3 q0" + 3 qt> +

- a ± (2q0' + q i)-a 2q0- 0

bo (Pi + 2p2’ + Ps) + bi (pi' + p2) + b2P i-  + 3 qx* + 3 q2')

-  o-i(Ço" + 2 q î + -  qt) 0

b0(P% + 2 /V) + bi (p2' + p3) + b2p2 -  a0 (qxm + 2 qt") -  + 2

-  +  0

b0 Ps" + bi Ps + b2p3-  a0 q2 ' -  ax -  q2' -  as q2 = 0

Обликот на детерминантата оставувајќи првата од 
равенките e



Редуктибилност на линеарни равенки 13

Ро 0 Po 0 0

Po+Pl Po 2 Po +Qi Po 0

Pl'+Pz Pl P o" + 2 Qi .+ (/ 2 P o  + ch Po

Pz+Рз Pz 4i" +  2 ch' Pi' +  P z Pl

Ръ Ps Pz" <h' Pz

6. Претставува особен интерес случајот кога еден ли- 
неарен диференцијален полином од произволен ред )> 1), 
може да се разложи на симболични фактори од први ред 
односно на линеарни диференцијални полиноми од први ред. 
Ќе го изведеме тоа не како директно следствие на погоре 
покажаниот начин ами како што следува.

Ако ни е дадена диференцијалната равенка (1. 1), чија 
што основна система интеграли е тогај
спрема дефиницијата за редуктибилност, полиномот може да 
се напише во обликот10)

(1. 6) Ly= L,i у= /.f /./г—j

каде што е у = 0, диференцијална равенка од - 1 ред, 
чии интеграли ce yk, Â- 1, 2, • • • -  1, а 1? линеарен дифе- 
ренцијаден полином од први ред*

По истиот начин равенката L„_lvj/ = О е редуктибилна и 
полиномот може да се напише како

Ln—i. у  — L'i 1 2 !

или зимајќи предвид (1.6)

Ly = L?L”- 11„_2 j .

Продолжавајќи така, добиваме

Ly~L? - " L \L \

По таков начин, дадениот диференцијален полином од 
я-ти ред го разложивме на псимболични фактори од први 
ред. Да забележиме дека коефициентите на овие фактори се 
од иста природа како и коефициентите на равенката (1. 1).

* Долниот индекс ни покажз^ва редот на полиномот а горниот 
неговото место во производот.
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Горното разложување V i n c e n t 8) го добива вршејќи 
ja постепено смената ÿ  = ay + , каде што а е решение на 
равенката а ух новата функција.

7. Аналогно, како што при алгебарските равенки, знав
шею на корените позволува да се напише равенката, и 
тука знаењето на системата основни интеграли ни позво
лува со помошта на раставување диференцијалната равенка 
на симболични фактори, да ja најдеме равенката што е за- 
доволена од таа система интеграли. Но на ова место нас 
не интересира следниот проблем. Бидејќи дадена диферен- 
цијална равенка

п
(1 .7) L [X, D) у ш 2  й* ° п~кУ -  О,

за којашто претполагаме дека може да се пише во обликот

1
(1. 8) L (х, D) у sП  ( 4 D  + 4 2)j  = О,

i=n

да ja најдеме врската мегу коефициентите ак и fy  т. е. да 
ги најдеме коефициентите ак во функции од

Од редуктибилноста на диференцијалната равенка се 
добива

Ly — Ln—m Ljп у

или ако се земе
п m т

Ln—m ~ bs {рс) Dn Ти s ; Lm = Ci (x) Dm 1 
s=0 i=о

ќе имаме 

(1.9)
n—m m

Ly = 2  bs Dn~m~s2
S — 0 i — 0

m n—m—sS (“T l5-0 i=0 k = 0 \ K >
ç(k) y (n -is -k )

По упоредување на коефициентите пред еднаквите 
изводи, имаме
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" bo c о,

(n — ш\ шa ^ b n C i + y  j  j  boCo' + b

(1. 10) ö2"=&0c2+ ( " j 1") b0c l  + (ß 2 m) W '

+ b1c1 + [ 2 Jb t c0’

+

. ( n -m\  . .  d-л ~ be  ̂ j  J b0c2 +  2 +   ̂ 3

, (n -  , , , ..+ 6* c2 + ̂  i J c/ +  ̂ 2 J bxCx

+ j J ô2c0

C o J

Ako cera ja примените формулата (1. 9) на симбо- 
личниот произвол

Ln-  1 а ; у S (ô0 D" - 1 + D”- 2 + ••• + &„_*) (/ц + /12) у,

добиваме спрема (1. 10)

аО = Ьо /ц>

ах = &о /12 + (ß j 1 ) 60 fix + bt/ 115

Й2=Я ( 1  ̂ b0 f12' 2 ] ^ 0 ^ / , +  M l 2 + [  1 j  Л /  + b2f ш

й з = (  2 j  b0 f v "  +   ̂ g j  b0f iX" + {̂ 2 +   ̂ 2

H- 62/12 +  2 )
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Два пати употребена таа формула (Î. 9) ни дава за 
производот

*
Ln-2  L\L\у s  (q0 Dn~2 + qx Dn~8 +••• + g„_2) (Ai D+fu ) (АД+Аг)

следните равенки

flo= QoAi11 »

01 = ( 1 ) ѓ/о Al t li' + (^1 Ј <7о Al' Al + <7о Al Аг+<?0 Al As+ l̂ Al Al,

2̂ =  ̂ 2 ) f/oAi A/'-+ [ 2 ) <7oAi Ai + ( i "J <7o А / А /

+  ( ”  î  * )  <7« A i A

+ (n i 2) <7o A2 A / + (,z i A) f/o Ai Ai' -i ?o A* Ai +

+ ( j j <7i 2̂1' As + ( ] j  4\Ai Al + Аг Ai  ̂Qi Ai A2 + Ai A i ,

Последователно формирајќи симболичните производи

Ln~ / = / / /1 / /8/2/1 : ~ ^/2—3 1̂ *̂1 ?

1Л„ Љ z *= 1Л_1 £!=•••=£«_*•••!? i f - 1

I n ]  - I n ]  I I________=/и / л-l . . . H L 't-'l ^п—1 ~ *-»1 иП-~2 *-*1 ~~ ~ 1̂ *-*1 1*1 з

и упоредувајќи- ги коефициеитите пред еднаквите изводи, ги 
добиваме конечно бараните релации



Редуктибилност на линеарни равенки 17

п п
fi2( M i )

к=п L=1 /г1 i=l v 1 >

п п

J f t  i_

n
5 Jf»;
i= 2'  ‘

n
+ s

* Л f ' *. П ,, « f', ĵL2 X 1 (tl -  i\ __П , MŽ2 'V’1 , , *n—r-л ' *'
1 1 +

+
4 - r i2>1 /х»л—1

£1
fn

1 /z

Û8= П  f *lk—n

П o'"
X 1 f  i 2 fj+књ fI+S)2 , X 1 / /г«™ Л  * i\

4ѓѓ>, n ,  < w  л+». + je ,  I з j л ,

, 'V  (п +i f  ̂ г—2)i m  Јп , _
P s  i 1 J ff—2,1 f t - 1,1 Л. + ć l  I 2 j л

U

ü i - ,  /
■ M  г 2

nГ frj = 2 v 1

r f

+ л  г г гТ $ д С ^  +
'  г! ' г - f m

2 ) fn  U /=3 Л»-,Ш

-ДОГПИ/  /m  г- f m

-з?1 Л'-fm
+ •
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n
+

ftx
+ •••

8. Нека ни е дадена диференцијалната равенка (1. 7), 
на којашто системата интеграли е уи уъ ---уп- Спрема ка- 
жаното во т. 6 соответниот полином е разложлив на симбо- 
личен произвол (1. 8).

Re покажиме, дека симболичниот произвол (1. 8) може 
да се пише и како

( 1. 12)
1 

i п
fnD + fnDlg f n f v - f i - ш

Wt-x

каде што Wt претставуваат Вронскианите образувани од 
функциите y it

Ух Уг — У1

и/. — Ух У* - 'У 1

Системата интеграли yi може да се добие последова- 
телно со смената

у = v±J vdx. 

Навистина, добиваме

Ух -  vlt у 2 -  Vx j  v2 dx,ya -  v, f v2 dx J dx,- ■ = J dx j • • • J vn dx, 

каде што e

|’, ' е д ’Н л Н :

Vi = —f—— exp iï-^ - 1-’2 -  dx, = 2,•• •
J i —l?l J ' J i —Ui  J  i, V

Според формулата на Li o u vi lie
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Wi-Cexp

и зимајќи предвид (1. 11)

P k0 ~ f ll  f%l • • * fk i ,
имаме11

т  / ( г ’/ г - ' - л - и  exp \ ~ \ [ ff Z +ff Z +' ' ' + u ) dx,

Co згодно избирање на константите, ќе имаме за 
количникот

Wi
Wt-ъ 4 ж ^ г ехЛ - \ т т Л

од каде следува

/l2 = - f
/11/2 1 • • ' f t— Ul

Внесена оваа вредност за /д  во (1. 8) ни дава токму
О- 12).

9. При алгебарските полиноми, линеарните множители 
можат да разменат местата си, нешто кое при диференци- 
јаните како што рековме во т. 2 не е можно, т. е. симбо- 
личните фактори не можат да разменат местата, освен во 
случај кога се коефициентите на даден полином константи.

Да ги побараме условите што треба да ги задоволу- 
ваат коефициентите на симболичните фактори / «  за да овие 
бидат комутативни.

Означиме ли со
к - 2

К -  П  (U D + fa )

ќе имаме

* По технички причини f  е заменето со / .
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( f k i  D  + f k2)(/ft-': i,iD  +/*_1)2) K  = /fti/ft-ш /C

+ [/fti/ft -Ш f  k%f k—Di + f k i  f k —U2 ]/C' + [/fti/ft- U2 ̂ f k ^ f k —D2]
И
(Л-Ш d + /^ 1 ,2) (/ / 0 1 £> +Л2) K - f k i f k - v i  K "

+ [/ft —ui/fo2+ f k —m f h i + f k i f k —u2 ] A? + [/* —1*2 /  /b2~h/ Ä—1Я /k ]/c . 

Упоредувајќи ги изразите пред /C, /C' и К" добиваме*

f k i  ~  C f  к— i>i> /ft 2 = C f  к—1,2 + Ci-

10. Ако в о  диференцијалниот полином Ly разложлив 
на симболични фактори (1.8), го земеме случајот

f i  1 = l'j fi 2= a) (.£), J -  1,2, • • • n,

Соодветната диференцијална равенка ќе биде сводлива на 
системот линеарни равенки

(D + ш)у/ =yi+1, Уо Уп+1 = 0.
(г=1,2,•••«).

Изврши ли се во озој систем смената 

(1. 13) y  i -= Zi exp ( -  J eu dx)

го добиваме системот

D zi -  Zi+i, z0 = Zn+i = 0,
0=1,2,...«),

што одговара на равенката

Dnz= 0. 

Општиот интеграл на оваа равенка е
П

z =  ^  С / х п~ 1, С,: =
i=  1

или на дадената, зимајќи пред вид (1. 13)

y  = zexp ( -  J'eu dx) ,

* С и Cj се производим кочстаити.



Редуктибилност на линеарни равенки 21

Диференцијалната равенка (1. 7) може да се пише во 
обликот11)

Dn exp ( J со d = О, 
или
(1. 14) (D + со = 0.

Системата решенија во овој случај, наречени од B r a s 
s i n e 12) конјугирани решенија, аналогии се на многоетруките 
корени на една алгебарска равенка. Тоа се закључува на
право ако се земе п-ти извод од левата страна на (1. 14), 
зимајќи изводите како степени. Добиваме

я ! (Đ  +  со) = 0,

од каде имаме заедничкиот интеграл, даден со

(D + w)y = 0.

Врските помету коефициентите на равенката L(x,D)y = 0 
и со се следните

= со3 + 3 со о /  +  со"

И Д Е Л
Ф О РМ И РА Њ Е КРИТЕРИУМИ ЗА РЕДУКТИБИЛНОСТ НА КЛАСАТА 

ЛИНЕАРНИ ДИФ ЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ

У" + ( а /  (*) + ß )y  4 (А /2 (х) 4- B f  (х) + С) у  = 0.

1. Спомнатата во уводот метода дадена од Митри-  
новиќ за формирање критериуми на редуктибилност за 
линеарните диференцијални равенки се состой во следното.

Напоредно со однапред дадената диференцијална ра
венка од я-ти ред
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n
(2.1) 2

;=о

ja зимаме системата линеарни равенки од прв ред

Ук%Ук- 1 +  Ук = У
(2. 2)

ФшЈл—i + fp/ia/n—1 = 0,

Оо=^; *=1, 2, •••/г-1),

каде што срЃ* се функции со исти особини како и Фг-.
Еден случај на редуктибилност ке имаме, ако на ра- 

венката (2. 1) може да се учини соодветен системот (2. 2), 
кој по елиминација на y t(1=1, 2, • • • « - ! ) ,  се сведува на 
равенката (2. 1).

Така нпр. за диференцијалната равенка

(2. 3) у" + (ax+ b)ÿ  + (Ахг + Вх+С)у=  О,

ако го учиниме соодветен системот

f ( x ) ÿ + g ( x ) y = y 1, у% +h (x )у  1 = О,
каде што се

s S + 2

/М -П  £ ( х ) =  2V = 1 1/=1

и ги потчиниме параметрите 5, Æv, Ху, jiy на услови добиени 
од условот за делење на полиномите f '+ g + f h ,g '+ g h  со /  
без остаток, добиваме општи критериуми за редуктибилност 
на (2. 3). Користејќи го овој метод, М итр иновик  ги наог'а 
за равенката (2.3) условите за интеграбилност за ѕ = 0, 1. 2

2. Проширувајки ги и комплетирајки резултатите до
биени од Митриновик за диференцијалната равенка (2.3), 
во овој дел ке разгледаме некој типови од класата ли
неарни диференцијални равенки

(2. 4) у" + ( « /+  ß ) y ■+ ( А Р + B f +  С= О,

каде што / = / ( * )  е произволна, непрекината функција што 
има изводи до я-ти ред закључно и а, ß, се про-
изволни константи.
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Ние покажавме во т.б глава прва, дека потребен и до
волен услов за да е равенката (2. 4) редуктибилна е, таа 
да може во обликот

(2.5) (ß + f +х)(д + ^ ) ^ - 0

ф-<р(/)*0, X = X(/). D -
да се пише

За поголема удобност, во натамошните разгледувања 
равенката (2. 5) ja зимаме многу често и во обликот
(2. 6)
добиенаод (2. 5) по множење со ср, односно како систем 
од равенки

((pû + t) j?  = 2,
(D + X)* = 0.

Да предположиме дека равенката (2. 4) редуктибилна* 
т. е. дека таа може да се пише во обликот (2. 5).

Нашата задача е да no6apave еден општ услбв што 
треба да го задоволуваат коефициентите а , ß, А, В, С  на (2.4) 
за да биде таа редуктибилна.

За таа цел постапуваме по следниот начин.
Функциите ср, \]/ и у ги зимаме респективно во обликот

П
9 ( / )  - f n +аг /*-* + а2/ л“2 + ••• +й„ -  П

i=  1
(2. 7) *  ( / )  -  b0+ bt /»  + 62 / " - 1 + • • • + ô„+1,

ai} bj, ck, fi(/= 1,2, ••• я; /'= 1, 2, ••• я + 1 ; 1,2) се произволни
параметри.

Полиномите ф( / )  и •>}/•(/) немаат заеднички нули, т. е. 
резултантата R на равенките

Ф(/)  = 0 и Ф (/) = 0,
е различна од нула. Во противен случај би могли системата 
равенки (2. 6) да ja разделиме со ( f  -  ri) и воведувајќи 
нова непозната функција

* Очевидно е, дека оваа претпоставка е во согласие со позна- 
тата теорема дадена од L i о u v i 11 e : Една линеарна диференцијална 
равенка од вТпора ред за да биде штеграбилна со квадратуры  ̂иошребно 
и доволно е логаритамскиот и извод на еден од нејните интегралы да 
биде рационален.



( f - n ) z '  = z,

да добиеме нова система равенки од облик (2. 6).
4. Од (2. 4) и (2. 5) добиваме по упоредување

ф' +  Ÿ  +  X Ф -  ф ( а /  +  ß) =  О,
(2. 8)

+  X t  -  Ф 0 4 / 2 +  Д / Ч  С )  == О, 

или зимајќи предвид (2.1)

(Ь0 + с0) / n+1 + (6j + с0 a i + Ci) / л + + с0 й2 + ct e j Z”- 1 + .. •

+ Л / " - 1 / ' + ( f i - 1 )  ß j / ”~ 2 / '  +  • • •  +  ß „ _ 3 / ' - c c /n + l - (c c  ß i+ ß )  / ” • •. ü„ ß s  0  

^ o C o /"+2 +  (ô iC 0 +  ôoC1) / " +1 +  (ô 2 c0 +  61 c1) / n +  • • •  + ( / г + 1 )  ô0/ n/ '

+  n b 1f n~1 f '  + ••■ + bnf '  -  А / ”+2 -  (Лй* + 5 ) / ”+ * ... a„ C= 0.

ѓВнеееме ли ги за /  последователно вредностите / - г <  
((/=Л,2,---я), од идентитетите (2. 8) добиваме

Ь0 г1п+1 +% г4* + • • • + &*+! = -  / '  (Ч -  г 2) -  г3) • • • (Гј -  г п)

boГ'гп+г +%  Г2” +  • • • +  Ьп+1 =  -  / '  (Г2 -  !\) (r2 С8)  (/-2 -  /•„)

60 ̂ n+1 + Ôj /■„" + ••■ + <4+1 = - ( r n -  l \ )  ( r n - r2) • • • (/-,, - /•„_!) 
и

(n + 1 ) b0 rxn + nbxi\n~x + ..- + 6„= -  ~  (c0rx + cx) (ô0r ^ 1 + bxrxn

+ • • • + 4+i)

( n + l ) b 0 r 2n +  n  b t Ca”- 1 +  - - -  +  b n =  -  (c0 r2 + Cj) (60 /■2"+1 + 4  r2"

+ ----1- 6л-н)

2 4 ____________________  Благој С. Попов_________ ____________ . „

(n + 1) b0/•„” + « bx rn”- 3 + •••+ ô„= -  y? (c0 c,2 + Ca) (60 rnn+ l + b x r nn

+ ••■• + bn + i).

■5. !!Ќе:'разгледаме cera некој релации меѓу параметрите 
au *bjt Ck заеднички за сите равенки од обликот (2. 4), по
требив во натамошните разгледувања.



Од (2. 8) имаме

___________ Редуктибилност на линеарни равенки 2Š

t '  (п) = х(п)<р'(п

односно следните я релации 

(я + 1 ) b0i\ n +nbx/V*-1 + --- + bn = (c0r1 + c1) (/*! - r 2) • • • (r3 -  /•„) 

{П+ \)b0r2n + nb1 Г2п~г + •• • + ba = (c0 Г2 + Cl) (г 2 -  Гј) •• • (гг -  гя)

(ß + 1) b0 rnn +nb1 rnn~x + ■■■ + bn = (c0rn + Ca) (гп~Ј\) • • • ( г Гii—j).

На овие релации може да се даде обликот 

п

(2- 9) 2  (л + 1 -  0 ^  = fco гк + J  П  (г* -  г«-),
/=0

А= 1, 2, • • • и; а=  1, 2,
каде што е

S ■ • р>« = /•"-'■ + г""'' + • • • + rn~r + г"~г

+ Гп~г~\+ уП1 уз + . . . + 1 Гр + г/!-Г-1

+ .......................................................................... .....

+ Г, + Гj Г«-г- '  + • • • + Г| + Г)

+ r3 + г4+■ ■ • + г " - '- 1 Гр + + <

+ ...............................................................  + г„

Вадејќи од првата релација (2. 9) останатите и делејќи 
при тоа секоа со fc i-Гѓ), /= 2, 3 ,•••я, ги добиваме следните 
я -  1 релации

я-1
2  (« + 1 -  о  ^  -  2  fc« ' s + о ) П  fc* - г«)>
/ = О 5=1, к

к = 2, В, • • • п ; а = 2, 3, • • • п} а ф к

По истиот начин, ако од првата од ови*е равенки ги 
извадиме останатите, по разделување со (г2-г/), / = 3, 4, •••/?, 
имаме
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*

n- 2
2 ( « + i - o ^ 5 > d - f _ 2=
/=0

2, k

2  (со ^ -С а)П (Г 8-Г а),
5=1

k — 3,4, • • • /2; a = 3 ,4, • * * n; a ^  k,

Во општ случај по p операции изведени по горниот 
начин добиваме

п—р 2 9---рЛ
2  (/1 + 1 - 0  6/ S ^ / >  * -  2  (с0 r s + со П  ( /у -  r a ),
i= 0  s = l

£ = p + l ,  p + 2, - - - n ; а .ф к ,

Постапиме ли со овие п- релации по истиот начин, 
добиваме по разделување со ( rt), = + 2, • • •

п—р— 1
2  (л + 1 -  0 biЅ'п1'{УрРЛ ',к = 2  (С0 /> + Ci) П  (r« -  r “ )»2=0 5=1

(&=</?+2, p+3, • • • n a = p+2, 3 , . . .  /г), a,

Продолжавајќи така, добиваме

i /г-1, к
2  (я+1 - о а д - " - 1' * -  22=0 5=1

к~п\ а = //; a 7b k,

или зимајќи во предвид (2. 9) имаме

(«+ 1)&о -С 0 •

6. Да го земеме случајот/'=1 т. е. /=.*:(*). Диферен- 
цијалната равенка (2. 4) го има обликот

(2. 11) у " + (ax + ß )y  + (Ax2 + Вх+С) у -0 .

(2. 10)

* Интеграционата константа ja зимаме за нула.
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Од (2. 8) ja имаме системата равенки
-  а + + с0 = О,

c1- ß - a a 1 + b1 + coa1 = 0,

!
(2. 12) (я -  к + 2) ак~2 + ß*-1 0  -  ß û*~i -  а с0ак-  О,

ß/j—1 + ß/г О ' ß ß/г + л̂+i ~ О,

-  Л + С0 Ь0 = О,

..................... .....

(2. 12') (п~к + 2) б*—! + ct b,c + c0 - Аак+1 -  Вак -  Сак- Х -  О,.

Ьц + Ьп-\л — О,

за определување на 2 я+ 5  непознати параметри ai, bj,ck и я, 
во зависност од константите а, ß, А, В, С. Како пак я 
претставува природен број, релацијата што го определува, 
претставува бараниот критериум за редуктибилност на ра- 
венката (2. 11).

Од равенките (2. 12) и (2.42') добиваме

2 Ь0 = а±  у /2 -  4 А,

сп = а -  Ьп 2 п я ß + Ну (а -  2 60)

(Ä+ 1)й/с+1 = п - к
я й\ п-к + (я -к ) (п -  к+ 1) 

а -2 Ь 0 & к—1>

a_t = 0, а0 = 11 «i = я
aß -  2 В 
ß2- 4  А ’

b к = Ь0ак Ок- 1 
2 я - (а -  2 й0

(4 = 1, 2, • • • я+1).

к + 2) й*_2 j
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Природниот бро] п, определен е од релацијата

(2. 14) (a ß -  2 B f+  (а2-4  А)(4 С-2 cc-ß2) -  ± 2 (2 « + 1) (сс2-4Л)%.

Toa е пак како што рековме, бараниот критериум за ре- 
дуктибилност на диференцијалната равенка (2. 11), што во 
овој случај може да се пише како

D + (c0x+Cj)
я+1

ai xn~l D + 2 *  
г=0

У -о.

По таков начин го имаме следниот резултат:
Потребен и доволен услов за да биде 

равенка (2. 11) редукШибилнае релацщата (2. 14) кон-
стантите а , ß, А, В и С и природниот број n да е задоволена.

7. Пример.— За диференцијалната равенката

(2. 15) у" + (3 х + 2 ) /  + (2 * 2 + 3 * + c) j  = 0,

имаме спрема (2. 14)

с = 3 + пили с = 2 -  

Во првиот случај с = 3 + я, имаме

kak = -  {n -  k  +1) (ti -  k  + 2) —

bk = 2ak+ak-.1- (n -k + 2 )a k-t
од каде e*

b0 — 2, c o ' 1 ; c., — 3,

»«* - ( -  1)4<2А-2)Г! (2" ф  oïl+ t-0 ,

( , « - ( - l)* (2 i-3 ) l!  (2*”- 2) ( , , - г * + г] (° - * + 1 ) ! W , - « » -  

Во вториот случај c = 2 - n,

* Симболот ! ! означува произвол од парни респективно непарни 
природни бројеви. нпр, 2/г!! = 2/г (2 /г- 2) (2 /г -4 ) . . .  4. 2.
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од каде е*

к ак = (п -  к+1 ) (п -  к + 2) 

bk = ак + a-k-i -(па*_2, 

bo~ 1 з -о ~ 2, (’± — 1,

а2* = (2 А -  1)Ü .(2Ä), «2*+i = О,

.  / л  « - Ј Ч , .  (2к-2\ (л — 2Æ + 2) (/? — 4Ä4-1) ,62* = (2 £ -3 ) !Ц  п jv ^ -% W  = ß2b

За я = 3 ги имаме респективно системите

(2. 16) (дг8 + З лг) /  + (лѓ+.д;8 + З х - 3 ) ј; = 2,)

z' + (2 x + 1) д = О, 
и
(2. 17) ( х 3 -  3  х )  у '  + (2 X* + г  -9 х 2 -3 х +  3) у = z

+ ( “Ь 1 ) — Oj

добиени од (2. 13), чии што општи интеграли се дадени со

у ехр {̂ 2 + х ] = (хЅ +3х )+  С2 (л:8 + З х ) |(Л -3  ̂  -  ^ - ј

и

у ехр (х2 + X) = Cj (ж8 3 л) + С2 (г* -  3 х) [(х3 -  3 ехр

Елиминацијата на константите и С2 од овие интеграли 
односно на помошната функција од системите (2. 16) и
(2. 17) не води до диференцијалните равенки

у "  + (3х + 2)у ' + (2х2 + 3х - 1)у  = 0 
и

у"  + (3 х + 2) у' + (2 X2 + 3 х + 6) = О 

што можат да се добијат и направо од (2. 15) за д = 3.

* Лесно се установува дека полиномот со коефициенти прет- 
ставува Hermite-ов полином.
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8. Да посматраме некој специјални случаеви.
Г. Ако е

2 5  = aß,

ќе имаме од (2. 14), за критериумот на редуктибилност 

4 с -  2 a -  ß2 = ± 2 (2 п+ 1 ) (а2 -  4 А)'К 

Од (2. 13) заклучуваме дека е

ах = 0 или

а) а, = 0. Во Toj случај параметрите се дадени
респективно со

2 Ь0 = а±\/а2 - 4  А, с0 = а - Ь 0> _ß
2"’

_ (n -k  + \)(п - к + 2) 0 ,
к ( а - 2 Ь 0) 2’ 1 -0 , 0 *’

Ьк = -  2 60 [(я + /г+ }) V  te ]  й*-2 +

Диференцијалната равенка е од облик

y" + (aA r+ß)/+  јлл:2+ ^  ж+с] j; = 0.

i)

6) a -  2 60 = 0. Параметрите ait b j, ск се дадени со

2 с0 = а, 2 с1 + ß, bj — 0, j  = 1,2, • • • /г — 1, = -g- > = “g" ■

Диференцијалната равенка

J>r/ + (a x+ ß)у' + £(aX + ß)2 + 2 a] = 0.

има конјугирани решенија

Л  « елгр( CU2

T -
и
2 / ’ Л  -  xyv
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2°. Ако е а2- 4 А  = 0, како гледаме од (2. 14) секога е и 
a ß - 2 ß  = 0. Случајот е очевидно сводлив на претходниот 
под b). '

9. Ако во (2.4) земеме / ' = / 2, ja добиваме равенката*

(2. 18) х2у" + (ßx - а)ху' + (А -  Сх2)у  = 0.

Идентитетите (2. 8), што во овој случај ce

(b0 + c0 + n -  а ) /л+2 + {b± + a1c0 + c1 + (n -  1 - а ) с 1-Э ) /я+1.+ -*-

(b0c0 + (n- \ )b0- A ) f n+2 + (h1c0+b0c1 + nb1- A a 1- B ) f n+1 +• • •

+ • • • + (bn+i an) s  0
ни го даваат следниот систем равенки

(2. 19)
(ct -  ß) + (n -  к + с0 -  а) ак + Ьк = 0,

схЬк- х + (п -к  + 1 +с0) bk - Aak - Ва/с- 1-С а к-.2 = 0,
(к-=0,1,2, ■■■ л+1),

кои заедно со (2. 10) ни служат за определување произвол- 
ните параметри ак, Ьк, ск и природниот број п во зависност
од А, В, С,а и ß.

Ќе имаме

2 b0 = (а + 1) ± V(a+1)2-4 A ,

(2. 20)

а/с+1 =

с0 = а -  b0-  п, с1= ̂ [ ß ß + ci ( а - 2 / » 0) ј .

(а -  2 b0) (А: -  я) 
л(Л + 1)(2£0- а  + А) 01 ß*’ fl0 = b ßi = ±/z Vß2 -  4c 

а - 2 b0

bit+i = 2̂ ̂  ß ~ (а - 2 A0)j + (Ä0 + к + 1) ak-bu
(ß**0,1,.-. n).

Природниот број n, определен е со релацијата

* Интеграционата константа ja зимаме да е нула.
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(2. 21) 2 В - аЏ = тy'ß2 -  4С [2 /z + 1 ± \/(ос + I)2 -  4 л ] ,

што претставува и бараниот критерием за интеграбилност 
односно редуктибилност на диференцијалната равенка (2.18).

Диференцијалната равенка (2. 18) сводлива е во то j 
случај на системот линеарни равенки

- ~ г + т ?  • • j  ? + {b^
(2. 22)

*' +

По таков начин го имаме следниот резултат:
Потребен н доволен услов равенка

(2.18) за да биде редуктибилна е, условот (2. 21) да биде 
задоволен. п претставува природен број.

10. До истиот резултат се доаѓа, ако напоредно со 
диференцијалната равенка

(2. 23) х2у"  + (а х+  ß) x ÿ  + (Ах2 + Вх+С)у  = 0, 

се посматра системот

X Ф±у' + Ф2ј> = хи, +Ф3и = 0, ,

добиен од (2.22) со смената x z  = u, каде што се Фг- рес- 
пективно полиномите

п+ 1
Ф/ (%) ~ WikЭСП ^2)1 = 1 ) ЧЈјјд = = 0, 1)2, 1.

k --- 0
За определување параметрите шг* ja имаме системата

(n - к+ 2) ü)2,£_24- О)8,/г+1 œ2î̂ 2 + cügj/г + си*,*-!. -  acug,/^

~ ßCÜ2>/c—2 ~ 0

(/2  — ^  +  2 )  Cl)1 ,/c>_2 +  Ш 3 ,/2-ј- ј[ ^ О и / г —2 4~ i  ^Ügj/z “  l  ~  - ß ^ 2 i / c ~ 2

-  C(Ü2,^_3 = 0
(â;=1,2,.../i+2).
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Уеловот за редуктибилност на равенката (2. 23) ire 
биде спрема (2. 21)

(2. 24) 2 В -  aß = ± + 1 -  V ( ß - l ) 2~4C ).

11. За диференцијалната равенка

(2. 25) х2 у" + {3 х+2) ху' v) у  = О,

го имаме следниот услов за редуктибилност

v = - п ( п +  1).

Параметрите ак, bkt ск се

Ь0= ~(п+ 1), с0 -  1,

а,с+1 = ( к - 2 п ) ( к + 1 )  а ь  й° =1,

, (п-к
к йк~1 к (2 п -

1, 2, ■ ■ • /2+1).

Нпр. за п =2, имаме спрема (2. 21), зимајќи предвид 
претходните формули

/1  1 1 \ , (35 1 \

г' + ( - Ј + 2 ) г _ 0 '

од која система по елиминација на помошната функција z, 
лесно се уверуваме дека ја добиваме диференцијалната ра
венка (2. 25) за v = -  6.

12. Специјални случаи.

а) 2 В  = aß. Ќе имаме

ß2- 4 C  = 0 или 2п +  1 + у/(а+ 1)2- 4 Л  = 0,
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b) ß2- 4 C  = 0. Диференцијалната равенка (2. 18), свод- 
лива е на системот равенки

с) 4Л = (а+1)2- (2 я + 1 )2. Диференцијалната равенка

х2у "  + (Рл: -  а) +
aß
2~ х + С х 2 У = о,

секога е редуктибилна на систем (2. 22) каде што коефи- 
циентите се дадени со

1°.

ак+ i = ±
{к -  п) \/ß2 -  4 С 
(к+\) {2п + к) Як) =

L ß T \ / ß 2 - 4 C  (а
bk+i —-------g------  + ("2—  n 1 J , b0 — — ^—  »

С о - у ,  Cj = у (ßТ \/ß ^-4 C ) .

(Л = 0. 1, 2, . . .и).

2°.

J ( A - n ) V ß 2 - 4 C
ß*+1 ± (yt+ l)(2n  + 2-yfe)ß*’ ßo=1,

[ß T  v ^ 4 č ]  у  + [ y  + «  + A + 2 ]  a*+1, A „- y  1,

c0= y - 2 (/î + 1), Cj= y [ ß ±  \/ß2 -  4 C ] ,

(k=*091, 2, • • • /г).
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13. За f' = f, равенката (2.4) е од облик*.

(2. 26) у" + (аех + ß) у' + (А

и соодветната система за определување параметрите ah 
и ск добиена од (2. 8) е

(п -  к + 1 + сг-  ß) ak^ t + (с0 - а) ак + Ьк = О,

А пк + Вп/с—± + Спк~2 + Со b к + (Ci 2) = О,
(к**0, 1, 2, • •. в+1).

Од тука добиваме, зимадси ja предвид релацијата (2. 10)

2b0 = a±\Ja2 -  À À,

с0 = а -  b0,0 =  ^  [ßß + a jC a -2^0) ]  -  у  •

(2.21, (/< + . ) « * * -

«0= 1, «1-=
д± y/ß2 -  4С 

а - 2

b к = о* + 2 60) -  «2 + 2 /г gft-i 
2 «

(&=0,1, • • • я-Н).

За определување на природниот број n ja имаме рела- 
цијата

(2.28) a ß - 2 ß  + a = + \/а2- 4 Л  [2д + 1 -  \/ß2- 4 c ] ,

од каде го закључуваме следниот резултат:
Потребен и доволен у  с лов равенката (2. 26) за да биде 

редуктибилна е коефициеншите А, В, С, а, ß да ja 
ваат релацијаШа (2. 28). n претсШавува природен број.

* Произволната интеграциона константа ja зимаме нула, што не
ja намалува општноста на разгледаниот вопрос.
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Диференцијалната равенка (2. 26) во тој случај може 
да се пише во обликот

1 п
D + ^  скехр{\ -  к)х 

О
^  й,- ехр ( -  i) X D 

./=0
ti 1

+ 2  bj ехр {n + 1 - / ) x
/ =0

^  = 0,.

каде што ait bj и ck се параметры по горе определены.

14. A ko ja посматраме равенката 

(2. 29) у" + (а екх 4- ß) у' + (Де2** + Векх + С) у -  0,

каде што к е проызволна константа, лесно се установува 
дека со смената кх=г, таа го добива обликот (2.26).

Општиот услов на редуктибилност на оваа равенка 
(2. 29) tfe биде

(2.30) a $ -2 B  + ka= + \I ^ F ^ 7 ,^ k (2 n + \) -y { p ^ 4 č \  ;

Нпр. за равенката

е гх у "  + (а е х + ß) е х у  + + ß e x С ) у  = 0,

го имаме условот за редуктибилност

2 ß - a ß  + ß = +v^ß2 _ 4cj^2ff+ l-v^a2'~4/lJ

што претставува според напред реченото и услов за инте- 
грабилност.

15. Лесно се установува дека некой познати услови за 
интеграбилност на диференцијалната равенка (2. 26) односно 
(2. 29) или на специјални случаи од нив, произлегуваат од 
условот (2. 30) даден од нас.

Така нпр. условите

А= -р (а  + р), В= ~{и.д + Џр + 2рд + р), С= -q {$ ± q ) }

каде што се ри qпроизволни константи, дадени од Q o r t 
ie г13) за диференцијалмата равенка (2.26) се специален 
сДучај од (2. 28) за п= 0, во кое се уверуваме по елимина- 
ција на р и q.
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16. Да ja земеме функцијата /  така да e 

/ ' = / 2+ 1.

Диференцијалиата равенка* (2. 4) e

(2. 31) У ' + (а ^ д :+ Э ) /  + ( Л С) /  = 0.

и ги имаме следните равенки за определување параметрите 
ai, bj и ck во функции од А, В, С, а, ß

(я -  k  +  2 )  д * _ 2 +  ( с *  -  ß ) ак- ± + ( n - k  + c0 - a ) a k + bk = 0,

Сак_а + Æo*-! 4 Лй* + (Æ -  я - 3) Ьк- г-  с± bk- t + ( к - п - \  -  с0) Ьк= О, 
{Je~ О, 1, 2, • • • /2+1, /2+2).

Тоа оределување станува по аналоген пат како во 
претходните примери, зимајќи ja во пред вид релацијата (2.10). 
Така имаме

2 Ь0 = а + 1 ± ^(а+ I)2 -  4 А,

Со ~ сс ~ ti — bo, С] *> 2̂  £ я ß 4  ßj (а — 2 £0) jj *

{n-k)ak + (n -k  + 2)ak-.i -—~ 2 1)(а

(2.32) - (я -  k 4  2) (2 2>0 -  а  4  2 к -  1 ) + ( а  -  2 £0 4  к)

4  ( а -2 b 0)aL-{ a -2 b o -  1)(2й2 -  я) a*-i

й, =

-  (я  -  к 4  3) (я  -  к 4  2) й*_3, 

(a ß  -  2 В) п
1 (а -  2 Ь0) (а - 2 Ь0-2

Ьк~ я ß -  йх ( а  -  2 <60) й*.
2^  _ (я -  к4 2) 4  { р о  +  а к  ,

* Интеграционата константа ja зимаме нула.
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Релацијата за определување на природниот број п што 
го претставува во саштност критериумот за редуктибилност е

(2. 33) 4 C -ß 2 + (a ß - 2  B f
(2/г+1±у/(сс+1)2-4 Л )2

4 /г (д — 1
Т±\/(а+1)2-4Л.

т

=  2 (а+  1)± V(a + I)2 -  4 Л - 4 2± у/(а + I)2 -  4/1 (2 й2 -  «).

каде што й2 е определено од (2. 32).
По таков начин закључуваме:
Потребен и доволен услов за да биде 

равенка (2.31) редуктибилна е константите А, В, С а, ß 
да ja зедоволуваат релацщата (2. 33).

17. Со усложнувањето на изразот за /, експлицитното 
определување на параметрите a,-, bj и ck се усложнува, но 
се изведува по истиот начин и не претставува тешкотија.

Да го земеме случајот п- 3.
Условот за редуктибилност тогаш е

4 С - ß2 + ----- -f e L . ž - 2
7± \/(a+ l)2 -  4 Л)2 (a+  1)± \/(a + 1)2-4 Л

= 24+ 12(l ± \/(a + l)2 - 4Л).

Диференцијалната равенка (2. 31)j<e биде сводлива на 
системот равенки

а0 tg3 х + а1 tg2 х + а2 tgx+ as)y'

+ (b0 tg* X + by tg3 x+b2 tg2 X+ b3 tgx+ by)y  = z' + (c0 tg x+c-j)

каде што параметрите ai} bh ck (/=0, 1, 2, 3, /  = 0, 1, 2, 3,4, 
Æ = 0, 1) се дадени со

2 ^ 0 =  ( а + 1 ј ± у / ( а + 1 ) 2 - 4 Л ,

3 ß + «i (« -  2 Z>„) ,c0 = a - b 0~3, Cj = —

«0= Ь
3 (aß -2  В,

(а -  2 £0) (a -2 b 0 -  б) ’
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aj2(а -  2 Ь0) +9 
°2~ 3 (а -  2 -  1) ’

а± аг(7 а -  14 Ь0-  6) -  2 а*8 (а -  2 -  12 а*
аз_ 9 (а -  2 Z>0 -  2)

^1- у  [ 3 ß - ß 1(a -2 A 0) J  + ß1(Ä0+ l) ,

£*= у  ^ 3 ß -a 1(a-2A 0)J + ß2(-6o + 2 ) -3 ,

/»3 = ^  | з ß - ß±( а - 2  /»о) + а3 (/>0 + 3) -  2 йи

= у  £з ß -  at (а -  2  b 0)-  а2.

18. 3a диференцијалната равенка14)

4  У "  +  4  у  -  (5  =  О,

наогаме од (2. 33)
а[ (1 — /г) = 0.

Равенката tfe биде сводлива на системите

a) at -  О,

y ' - \ t g x y  = z,

z'+ ~2 tg 0.
b) n - h

( t g x ±  i) У  - у  ( t g2x ± i  rj j/ = z,

*' + | y  /&*±/) д -0 .
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19. Во оваа точка ќе дадеме врз основа на изведеното 
погоре за равенката (2. 31) едно по општо решение за ди- 
ференцијалната равенка

(2. 34) у"  + atg X у' + b у  = О,

од тоа дадено од H a lm 14),
Од (2. 32) имаме

I. Ь0= О,
Ь0 = 0 или Ь0 ,

Во тој случај e 

и имаме
ах а {а -  2 п) = О,

а0 = а -  п,

Ь = ( а - Щ 2 а , - п ) - ^ п -1  
п а? а.

It- «1 = 0,

Критериумот за редуктибилност е

Ь = { а - 1)(2

а параметрите ait bj и ск се респективно определени со 

(k+ \)(a -  k)ak+i + \^ n -k  + 2 )(2 k-  1 -à ) + { a - b -к) ak^x

-  + 3) (л -  + 2) 3,

bk =>kak - ( n - k  +  2)ak- 2, с0~ а -п ,  с± = 0,

(*=0,1,2,... /2+1).
1ц- я -  1.
Системата равенки на кои е сводлива, диференцијалната 

равенка (2. 34) е

l g x / +  'И т - ' '- * ’

z' + (a -  1) z = 0, = 1 -  а.
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Il2• ft ~ 2. 

Системата равенки е

b + 2{a-X)tg2x + 2 (a -  1)

n = 3.

/ +  — j- t g x y

z' + (ß -  2) tgx 0,

[/> = 2 (2 -  a)].

Диференцијалната равенка (2. 34) e сводлива на системот

£ + 3 ( ß - l )
2(û -  1)

tgH x+  " 0 ~ v~ . fcjr /  +
b

a -  i tg*x- b + 3 {cl + 1 )
У - z ,

L. a = 2n.

2 (a -  1) 

z' + (ß — 3)

[b = 3 (a -3)].

Критериумот за редуктибилност e од облик 

b = (2 n - 1) (2 ß2 -  л -  ßt2), 

а параметрите a*, Фс, с* ги определуваме од

Cq *= ft, Cj 23 ß̂ j

2 a* [ ( л - k ) a k + (n - k  + 2 ) ß*_2] — { 2 n - k ) ( k  \ ) a k+x

-  (n -  к + 2) - Æ + 3) a*_3

+ [(2£-  l)(2/z~ k + 2 ) - a x2 - 2 n - k - n ( 2 r t -  1)-<б] a*-i,

(Ä-0,2,... Й+1).
Isa* Я” 1* ' .

Диференцијалната равенка (2.34) сводлива е на системот
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(tg x±icо) У  + (ш2 -  1) j; -  z, 

z' + (tgx±  /со) z =* 0,

(со2 = />4-1).
I22. H —2.

За равенката (2. 34), ja имаме системата равенки

tg2 x i v i t g x - V2 - 1  ] , Г - 
+ Г З "

2 _ 4 — 4)
tg X i.3 s 3

z'4-(2/£*±i>/) z = 0, 

[b + 4 = v2].

II. />q = ß4" 1, (ß 4- 2)(ß*f2"f2ß)1=10.

Bo овој случај го имаме критериумот за редуктибилност

b + a f  + (a + 3) (2 аа + n) = ——— (ß 4- 4) ß*2 4- e 4 -1.
X n ÎT

Параметрите aif b j и с* ги определуваме респективно со

/ n  ß + 2с0= -  (л + 1 ), = 2hT

[
Q I <2

( n - к)ак + (п -  к + 2 )ß*_2 —- — ßi = (А 4 -1) (ß 4- 2 -  A)ßi+1

-  £(ß — А 4- 2) (ß 4-1 4- 2 А) — (ß 4- А 4- 2) —  ̂ ^ ^2^— ßj2 4- (ß 4- 1) ß,t—i

+ (д-А  + 2) ( ß - A4- 3) ß*_3,

Ьк — 2 ̂ — ß̂  ß*—14- (ß 4- 1 A) ß/. (ß А “Ь 2) ß^—g»
(Ä = 0, 1,2,... Й+1).

El,. ß| — 0.
Критериумот за редуктибилност e

Z> = (ß 4-1) -  (ß 4- 3) (2 ß2- ß).
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Параметрите at> bj, ck cq определени со

c0= ~(n+  1), C i- 0 ,

(fl + 2 + Æ) (Æ + 1 ) + (/1 — Æ + 2) (я -  + 3) ß*—g

= [(/г -  Ä+ 2) (ö + 1 + 2 Æ) -  +1 + A)J a/c~u

hk = (a + k+ \) ak -  (ti -  k +  2) fl*_2l
(fc-0,1, 2,-••«+!).

IIU. «= 1.

Диференцијалната равенка (2. 34) може да се пише како

D -  2 л;

Н12. я = 2.

(£*D  + (a + 1)/£2*

[А = 2 (а+ 2)].

2 (а + 2) 
2 (а+ 2) У= О,

Во овој случај равенката (2. 34) е

D -  3 (V ЈЃ+-3fl + 7 -  b 
“2(0+ 3)” j D + (fl+ 1)2&8*

3 (g + l)-/>+ - te* J  = 0,

[A -3(e  + 3)j.
II18. /i = 3.
Равенката (2. 34) e сводлива на систем равенки и може 

да се пише како

( £> - 4 tgxj {tg3,У+42 ( а н У  tgX)

4 (e + l) -Ä  2 4fl + 10 -  A
+ 2 m  X 2(ô + 3) ■ > = 0,

[£ = 4(fl + 4)].
II2. CL — — 2 (fi + 1).

Критериумот за редуктибилност e
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b + {2n - \)a t* + (2n+ \) + (2

Параметрите ati bj и ги определуваме од

2 «j [(л - k ) a k + { n - k + 2)0*_2] = + 1) (2 a k + i

- ( л - Л  +  3 ) (л - А  +  2)в*_,+ [ 2 ( л - 1 ) 0 12 + ( л - А  + 2 ) ( 2 Л - 2 л - 1 )

bk = -  % пк- 1  +  {к -  2 n -  1) ак -  (л -  +  2) ß/c_2,

Cq = — (л + 1), Cj = 0J.
(Ќ-0,1,2,-.. л+1).

Н21. л = 0.
Равенката (2. 34) се пишува во обликот 

(Р  -  /£*) (£) -  -  0.

II22. л=1.
Равенката во овој случај e

[d  -  (^ЖТ со г)] [((^л:± со /) D -  (3 /£2 Л'± 3 со i -  со2)] j; = 0,

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ РАВЕНКИ ЧИИ РЕШЕНИЈА 
СЕ СПЕЦИЈАЛНИТЕ ФУНКЦИИ

Во овој дел Ке разгледаме некой диференцијални ра
венки чие што решавање во општ случај се сведува со 
специјални функции и кои равенки претставуваат партику- 
ларни случаеви од посматраните од нас во претходниот дел 
диференцијални равенки. ќе покажеме дека мэтодата дадена 
од М к т р и н о в и ћ  по таков начин позволува да се најдат 
сите познати критериуми на интеграбилност за овие дифе- 
ренцијални равенки.

(со2 = b + 4).

Ill Д Е Л
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1. B e s s e l -овата диференцијална равенка15)

(3. 1) X2 у" + ху' + (х2 -  v2)y  = 0,

каде што v е произволна константа претставува специјален 
случај од равенката (2. 23). Едно решение на оваа равенка 
дадено е со цилиндричната функција

Jv(г ) ^  И г(р  + £ + 1)ч'

Од критериумот за редуктибилност на диференцијал- 
ната равенка (2. 23) имаме за равенката (3. 1)

2v=2n+  1, п = 0,± 1,±2, •••

во кој случај како што е познато цилиндричните функции 
се сведуваат на елементарни од обликот

Општиот интеграл на равенката (3. 10) е

У ~ Ol Уя+'/з + Jn—'h >
(Cj, С2= const).

B e s s e  1-овата диференцијална равенка ќе може во тој 
* случај да биде пишувана во обликот

(xD  + xD  lg Фа + Ф,) [xD + у  = 0,

каде што се
ж" _. 2 -Г1 . i i-Ф1 = + 1Х---- у — , Ѓ = v -  1,

Ф2 = хп
п

£ = О

п + у  . k
~{2xi)k ’(3.2)
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Ф з = * " 2  (±i)*
Й«= О

л

и каде што сме усвоиле за скратување симболот на Hanke l

Приметуваме дека функцијата Ф2 е поврзана со функци- 
јата на H a n k e l  Нод прва и втора врста со релацијата

2. H e r m i t e -ови диференцијални равенки. — Тоа се 
диференцијалните равенки16)

што претставуваат партикуларни случаеви од (2. 11). Лесно 
се проверува дека за овие равенки е изполнет условот (2. 14), 
па по наоѓање параметрите abj, ск, од системата (2. 12) 
ги имаме респективно системите линеарни равенки на кои се 
сведуваат (3. 3) и (3. 4) У

п + -g , 0 s  1, 1, 2, 3, • • •

(3. 3) у" + x ÿ  +(п + 1)у = 0
и
(3.4) у" + ху' - пу =0

У + Неп+1 (х) /  Неп (х) у = z,z'+ D lg Hen {x) = 0,
каде што е

Н е„(х)-(- D" (•
X2'
2'

И
У + Q(х) /  Иеп (ix) у = z,z' + D lg Не,, (ix) z + xz --- 0,

каде што e

Q(x) = -  n г1е,г- х (ix).
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3. W e b e r-овата диференцијална равенка14)

(3.5) 4 У"~(х2 + а)у,

(«=const).

е сводлива на систем равенки од прв ред ако спрема (2. 14) е

a = T2 ( 1),

што претставува познатиот услов за интеграбилност на 
оваа равенка.

Равенката (3. 5) може во тој случај да се пише како

Hen(x)y'+R(x)y-z,2z t -  x z О,
каде што е

m - i  ̂ ‘-(1) - г  *~+*(S) ^
4. L a p 1 а с е-ова диференцијална равенка.
1° Во специалниот случај за /4 = 0, диференцијалната 

равенка (2. 11) претставува тип L a p 1 а с е-ова диференци- 
јална равенка од облик

у"  +(а х +  ß) у’ + ( С) у = 0, 

(а, ß, В, С const).

Критериумот за редуктибилност на оваа равенка rte биде

В2 + а2 с -  a ß В =

каде што k претставува цел позитивен или негативен број. 
Тогај таа може да се пише како

(хп +  ах х'1- 1 + • • • + ап) у’ + (Ь0 хп+1 :” + ••• + bn+1) y  = z,
z = 0,

каде што а,-, Ьг, сп се дадени со

, , ,, л -  (г+ 1) ar+i = ----- ах а,- + (и-r) («-/•+!)
ос ür~u do ~ 1 > л j —

ocß -2ß

ar- 1br = («ß - « ia) -  ( « - r  + 2)ßr_2, b0- 0, c0 = a, cx- —и n /zee
или
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, ' п - г (n-r)(n-r+1)
а Or_ „ ß 0= 1, «i = c cß - 2£

, /г8 + а , а  , -, , - Æ
br = аа,- + 2nЙГ-1 “  (ß - r + 2) a<- 2> &o = а. = 0, q  = — .

(г-1,2,...я+1).

2°. L a p 1 a c e -овата диференцијална равенка 

(3. 15) ху" + (ах+Џ)у + (Ах+В)у=  0,

ќе биде редуктибилна, ако спрема (2. 21) е

2 ß - a ß  = + ß ( 2 « + l ±  уј{а.+ I)2 - 4

Параметрите at, bj, ck, на системата равенки (2. 22) на 
кој се сведува (3. 15) се

ß (k - п) ,
й*+1 = ~ ( Ä + 1 ) (2b0- a  + k)а,с' а°~ ’

bfc+i ■= ^  g ̂  ak + (b0 + k+ 1) äfc+ii

с0 =  а  - b 0-  n, q =  у  ( ß ± ß ) ,

(fc=0, 1, ••• /2).

5. К о н ф л у е н т н а т а  хипергеометриска 
јална равенки17)
(3. б) ху" + (Ь-х) ÿ - а у - 0 ,

(а, 6 = const),

и Ata еден интеграл од облик

у  = лѓј (й, Ь, х) =
f - > Л Ь )  nn=0

(й )„  =  й (й  +  1 ) - - - ( й  +  Я -  1), (ö )0 =  1,

й, b, претставуваат произволни константи.
Од (2. 21) се добиваат условите
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b -ä ^ ti+  1, или 1

за редуктибилност на оваа равенка, што претставуваат 
познатите услови за интеграбилност на истата равенка со 
елементарни функции.

Диференцијалната равенка во случај 1) е
сводлива на системот линеарни равенки

х~пL(n~b) (х) у'- х -" -1 {п+\ -b) L{n b)
(ЗЛ )

каде што

се L a g u e r r e -ови полиноми.

6. R i c c a t i-евата диференцијална равенка18)

(3. 8) у’ + b у2 = а ,
(а, Ь, т => const).

со смената
I V' а т + 2Ьу = у ,  X9 = c/z, q= - -2 - ,

го добива,обликот

zv" f ----- л v' - abzv -  0.ru+ 2

За оваа пак равенка го имаме спрема (2. 21) следниот 
услов за редуктибилност

(3.9) т = - щ ,  л - 0 ,1 ,2 , . . .

што претставува познатиот услов за интеграбилност на 
диференцијалната равенка (3. 8).

7. G ö r t i e r  покажува дека диференцијалната равенка

(3. 12) у"+ау' + (Ьех + с)у  0
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се'интегралы со цилиндрични функции од облик Zv (2 y/b,
Од (2. 28) имаме пак дека оваа диференцијална равенка ќе 
биде редуктибилна па спрема тоа и интеграбилна со еле- 
ментарни функции ако е

(3.13) ß2- 4 c  = ( / z + y j

Параметрите bj, С/с, се дадени со (2. 27) зимајќи ja 
во предвид релацијата (2. 10).

8. D a r b o u x -овата диференцијална равенка20)

(3.14) у"cos2*=[fl cos*x+b(b- 1)]у

(а, 6=const).

е партикуларен случај од (2. 31). Од (2. 33) го добиваме ус- 
ловот за нејната редуктибилност:

b = пили = 1 -
Г . Ъ = п
Диференцијалната равенка (3. 14) е сводлива на систем 

линеарни равенки од обликот (2. 7) каде што параметрите 
ак Ьк и ск се определени соодветно со

п ( 3 п +  1 ) - 2 к ( к  -  2 )  +  а -  2
йк+1 (Л+1)(2 п + Щ (А+1)(2 + °к~а

й0= 1, а х = 0

Ьк+1 = Џ 4-к + 1)ак+1 - ( n -  k + 1

с0 = -  2 п, сх = 0,
(£=0,1,2,... л).

2°. 6 = 1  - п .

Параметрите на соодветните линеарни равенки а*, Ьк, ск 
се дадени со

_ n( n- 1 )-2 (k- 1 ) (2 n-k)-(a + 1 ) _ ' (п-к + 2){п~к + 3)
Ч+х~ ~1к+Щ 2 п -  2 -к )  + (к~+1)(2п-к -  2) ük~s
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а0 = 1. «i = 0

&*+1 = (к + 2-п)а,с+1 1)

Со — — 1, ć-i = Oj
(£ = 0, 1, 2, ri).

9. За х и п е р г е о м е т р и с к а т а  диференцијална равенка

L (et. ß, y) s  [х (x - 1)D2 + [ ( a  + ß + 1)я-у] D + a ß ] j  = 0, D =  ~  

(a, ß, y = производим константи)

следејќи го напред покажаниот метод, го имаме установено22) 
следниот резултат.

Ако еден од броевите a, ß, у -  а ,  у -  ß е позитивен или 
негативен цел број, диференцијалната равенка е редукти- 
билна.

Во тој случај имаме

1 °. L (a, ß, a -  s  %

x D  + x ( l gF( -n ,  1 -  a, ß -  a + 1, 1 ( x - l ) D  +

2°. Lia,  ß, ß + n+ l ) s

ß F ( -  n, -oc, ß - a + 1,
F ( -  n, ï -  a, ß -  a + j. 1 '

( x -  1) (D + (Ig F (n, ß, ß a +  1, \/x))') + a + —
JC xD +

3°. L(~n,ß ,y ) s

F ( - /z ,ß + l ,  ß - a  + 1, IJx)
F ( -  n ,ß ,ß-  a+\ , \ jx )

(x 1) ( D + ~~( l g F (  - n, 1 - y  -  1 -  ß - я, 1/*)) j +

1 - y -.(/г - ß ) x  
x x D - n  Ж \~Љ . I l  ï  -  n' l  Г $ П Ь 1 . 

F (  -  n, 1 -  y -  n, 1 -  ß -  ra, 1
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4°. L(n+ 1, ß, y) s

( x - !)(£> + — ■+( lgF( -n ,X ~ n - l . ß -Я, 1/л-))')+1 X D +

ßx F  ( - t i  -  1, г  - л - 1, ß -  /г, 1/jy) 
x  -  1 - n  -  1, ß - л ,  1/аг)

/г e природен број и F  (a, ß, r ,  x), хипергеометриската функција

F  (a, ß, у, у) - V  («)л (ß)«
f '  O)n

X'1,

(а)я = а(се+ 1)(а  + 2) • 1),

(а)в- 1.

I V Д Е Л

РЕДУКТИБИЛНОСТ НА ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИ 
РАВЕНКИ ОД ти РЕД

1, Нека ни е дадена линеарната хомогена диференци- 
јална равенка,

(4. Î)
П

А (x, D ) y  = 2  щ(x) О ,а0 (х) = 1,
i=*О

чии што коефициенти се холоморфни финкции по во еден 
интервал (а, ß).

Рековме, за да биде оваа равенка редуктибилна, по
требно и доволно е таа да може да се напише во обликот

(4.2) A{x ,D)y  = B(x,D)C(x,D)y

каде што збирот од редовете на 0 и е равен на
редот од Ду = 0.

Методата установена о д М и т р и н о в и ќ  за формирање 
критериуми на редуктибилност на линеарните диференцијални 
равенки, може со успех да се примени и за равенки од по- 
висок ред.

Интеграцијата на диференцијалната равенка во тој слу
чае се сведува на такви од понизок ред,
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2. Да предположиме дека соодветниот диференцијал- 

ниот оператор на дадената диференцијална равенка (4. 1) 
може да се разложи на симболичен производ (4. 2), т. е. 
може да се најде систем линеарни равенки

(4. 3) с0/  + cty  = z, bo z"-1 + b1 zn~2 + • • • + bn-! = О,

кореспондентен на линеарната равенка (4. 1). Коефициентите 
Ci, bk се соодветно згодно избрани функции, по природа 
исти како и функциите at.

По упоредување на (4. 1) и (4. 3) зимајќи предвид (1.8) 
ги добиваме респективно идентитетите

од каде се добиваат условите за редуктибилност на ра- 
венката (4. 1).

Диференцијалната равенка (4. 1) и првата од равенките 
(4. 3) имаат еден заеднички интеграл

3. Особен интерес меѓутоа претставува случајот, ди- 
ференцијалниот полином

кога може да се разложи на п линеарни симболични фак- 
тори, т. е. на диференцијалната равенка (4. 1) да може да 
се учини соодветен систем од линеарни диференцијални ра
венки од обликот (2. 2).

Во тој случај очевидно е дека дадената диференци- 
јална равенка е и интеграбилна, па добиените услови за 
редуктибилност се такви и за интеграбилност на равенката, 
што во општ случај не е верно.

Навистина, ако ни е дадена линеарната диференцијална 
равенка

Co + boCt + {n- 1) b0c0'sO,

(4.4) -  <z2) с0 + b0Cz + (n -  \)boC Î + {п 2 ^Jb0c0"+(n-2) bxcü'=Q

(4. 5)

A s  A (x, D )y,

A (x, D )y = Q,
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да предложила дека постои соодветна система линеарни 
равенки

fk iy 'k—i  +  Ѓк2.Ук—1 — У kt 

СГ/г = 0, Уо=У>* = 1, 2

По упоредување добиваме (1. 11). Во првиот дел од оваа 
работа ние ги определивме коефициентите во функции 
од fik.Но бидејќи HaiM ни е дадена однапред диференци-
јалната равенка (4. 1), нашата задача е да ги определиме 
коефициентите /',•* во функции од at. Мегутоа оваа задача 
како можиме да се увериме веќе со диференцијална равенка 
од втори ред нерешлива е, во општ случај.

Навистина, да предположиме дека диференцијалната 
равенка

y " + p ( x ) y '  + q { x )y  = 0

може да биде пишана во обликот ,

(D + š)(D  + 4)j>-0,

(S-SW, ч-чС*».

По упоредување коефициентите на овие две равенки 
имаме

р - 5 +q»

q=bn+tf ,

односно, решени по £ и г) не водат до Рикатијевата ра
венка

г)' -  i f  + г) р — q = 0.

4. Ако за равенката (4. 1) предположиме дека коефици
ентите ai се респективно полиноми, тогај условите (1.11) нё 
водат до системи алгебарски равенки нелинеарни,- коишто 
од своја страна претставуваат бараните услови за редукти- 
билност. Мегутоа решението и на овне системи алгебарски 
равенки не претставува во општ случај лесна задача.

5. Пример. Да ja посматраме диференцијалната равенка

î : o { z ) p . i u ^ > - o ,  D - ± ,  .(4.6)
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каде што ce
1

(о) = Ь = П  (*-«-)•
4 г=л

Предположиме ли дека соодветниот полином е раз- 
ложлив на симболични фактори од облик

(4.7)

спрема реченото во дел I, т. 8 таа притежава системата 
основни интеграли

Ук-R:

каде што ce

-, Г  dx [  • • • -------% ------J <7i R i J 4 2 ^ 2  J Çk—i R k ~ i

Rk(x) = exp Џ  dx, Л = 1, 2, . . . и .
J Plc

За диференцијалната равенка (4. 6) ќе имаме соодветно

pv = ( x - a v\

па спрема това може да и се даде и обликот 

1
J J  [(jc-ccv)/) f-(a> + v - / z ) ] /  = 0. 
v = n

Системата основни интеграли во тој случај е

о )  СО ф  п  — V,

Ук = (х-а*)"- " -1, й=»1.

Ь) а  -  ccj, v= 1,2, •••n.

у к = { Х - о ) п~т~к, k = \,2 ,-  ■ ■ n.
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Blagoj 5. Popov

FORMATION DES CRITÉRIUMS DE RÉDUCTIBIUTÉ 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES AYANT 

DES FORMES DONNÉES À L’AVANCE

Le présent travail a pour base l’analogie, constatée par les mathé
maticiens depuis longtemps, entre les équations algébriques et différen
tielles linéaires. Nous nous servirons de cette analogie pour former des 
critériums de réductibilité de certaines classes d’équations différentielles 
linéaires, de formes données à l’avance.

Ce qui a attiré notre attention sur ce sujet c’est un procédé de 
Mitrinovitch [2], dont nous tirerons un bon parti dans ce qui suivra.

Partant du fait que toute équation différentielle linéaire du second 
ordre réductible est aussi intégrable, nous donnons des critériums d'inté- 
grabilité les plus généraux des équations de formés considérées. Nous 
complétons ainsi le plus possible les résultats déjà connus relatifs aux 
cas spéciaux de ces équations. On l’a d'ailleurs vérifié sur de nombreux 
exemples que Pon trouve, avec leurs solutions, dans le livre bien connu 
de K a m k e — Differentialgleichungen — Lösungsmethoden und Lösungen, 
Bd. /, Leipzig, 1944.

Puis nous arrivons facilement aux critériums de réductibilité et, 
par conséquent, aux critériums d'intégrabilité, sous leurs formes les plus 
générales, des équations différentielles, dont les solutions sont des fon-* 
ctions spéciales, telle que équations: de B e s s e l ,  hypergéométrique 
confluente, de H er  m i t e ,  de L a p l a c e ,  hypergéométrique, ainsi que 
d’autres équations.

2. C’est F r o b e n i u s  [1] qui a le premier, introduit la notion de 
réductibilité dans la théorie des équations différentielles et de la manière 
suivante.

Une équation différentielle linéaire, dont les coefficients sont des 
fonctions uniformes de la variable x, dans une domaine déterminé, sera 
dite irréductible si elle n’a pas d'intégrale commune avec une autre équa
tion différentielle, d’ordre moindre, à coefficients du même cartactère. 
Dans le cas contraire l’équation sera dite réductible.

Toute équation linéaire du premier ordre est irréductible.
Quant aux équations différentielles linéaires, on connaît le résultat 

suivant:
La condition nécessaire et suffisante pour que l’équation

où P et Q sont d’opérateurs différentiels, dont la somme d’ordres est 
égale à l'ordre de l’opérateur L.

3. Le procédé de M i t r i n o v i t c h ,  cité précédemment, relatif à la 
formation du critère de réductibilité des équations différentielles linéaires 
revient à ceci.

Etant donnée l’équation différentielle

(Résumé)

n

i- 0

soit réductible est que L puisse s ’écrire sous la forme

L(x,  D)y = P (x, Q (X, D)y,
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П
(1) 2

k=0

on considère simultanément le système d'équations linéaires

(2) /̂d У k -  ï +Фл:2 Уk-\ ~Уk,

(Уо=У,Уп = 0, Ä - 1 , 2 ,  •■•/!).

, Si le système (2) est correspondant pour l’équation (1), on aura 
pour celle-ci un cas de réductibilité. Mais l’équation (1) sera aussi inté
grable, dans ce cas là, ce qui est évident du système (2), auquel se réduit 
cette équation.

4. Considérons l’équation différentielle

(3) y'+(*f+ß)S+(A/*+B/+C)jr-0,

ou f= f(x )  est une fonction arbitraire, continue et différentiable dans un 
intervalle déterminé, et a, ß, A, B, C des paramètres arbitraires.

Cherchons les conditions auxquelles doivent satisfaire ces para
mètres pour que l’équation (3) soit réductible pour les différents cas de 
la fonctions f.

Pour cela nous supposerons que l’équation (3) est réductible. 
D’après ce qui vient d'être dit, on peut l’écûre sous la forme

№ (D+ £ + * ) ( 0 + 7 )- ’’-°-

respectivement sous forme du système d’équations

(5)
(Ф D+ty)y=z, 

(D+x) z = 0.

Ф = ф { /)^ 0 , 4r=<\r(f)etx=x(f), étant des fonctions arbitraires ayant 
des propriétés signalées

Prenons pour ces fonctions les polynômes

n n

4» = 2  ** f n~l " П ( /_  r')> “ 1 ’>
i=0 i= 1

/2+1
(6) t  = 2  bjfn+i

y=0 

1

feO
di,bj,ck, étant les coefficients des polynômes à déterminer.



Par la comparaison des équations (3) et (4), on a les identités 

фЧ^+ХФ“ ф(а/+Р)ѕ 0, #
O)

+X 4' ~  Ф 04 / 2+ Bf + C),

ou, en tenan compte de (6),
(b0+ c 0) f n + i  -{-(̂ -f c0 f n + ( b 2+ c 0 a2+ î ü i ) f n~~x~\ *

+ n f n ~ ' f ' +  a 1f n —2 f ' +  - • • + an~ \ f а/л+1- (a^i+ß)/72 • • • ал ß0.
/

&o ^ i)//z+1 +(^2 *o+&i ^ l)/72 4-----+ (« + !)  b0f n f  +

+ n b J n -\ f + . . . + b n f - A f n + 2~(Aa1+ 3 ) fn + z + - -+ a n  C=0.
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De ces identités, pour les différants fonctions / ,  on aura les systè
mes d’équations dont on déterminera ies paramètres ai, bi, et a  ainsi que 
les conditions de réductibilité. Pour une fonction /  quelconque cepandant 
on aura, comme on le démontre* la relation

(8) n {bt - сг) - аг [(n+l)b0~c0l

5. Si de (3) on a l’équation

(9) / '  +  ( а X+ ß) У + 04x2+Bx+ C)y = 0.

Les identités (7.) nous donnent le système de 2 n+5 équation algébriques 
suivant

(n-k+2) ак-2+пк~\ q  -  ß а/c- 1-аак+Ьк+с0ак^О.

(n-~ к+ 3) b к -  2+ Cj fe- 1 +  c0 b к -  Лак -  Æte- 1 -  Сак-2=0,
(Æ~0, 1, 2,. - • /z4-2),

pour déterminer les 2 /z+4 paramètres ak, bk,ck, ainsi que le nombre natu
rel n, fixant le degré des polynômes utilisés, en fonctions de a, ß, A, B et C. 

On trouve
2 £0 = a ±  (a2—4 ЛУ/2,

c0 = cx.— bQ, сг= ^ [ n ß T ^ 1(a2-4 i4 )1/2j

/1ЛЧ n - k  ( n ~ k )  ( n - k + l )(10) (ÄM-1) алг-f-i = —  a 1 a k +  пк~А'

л 1 аЏ — 2 В
a-1  = 0, Oû"1 i

6* = 60 #*+ [ n ß -  a x (a 2 б0) J  -  (/z- k + 2 )  a k - 2,

(Л-1,2, . . .я + 1).

* Ceci est avec détail développé dans le text macédoine de cette 
étude. Voir le § 5 part II.
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Le nombre naturel n est donné par la relation

(11) (aß — 2Z?)3-f (a2—4Л) (4 C—2a — ß2) = ±  2 (2я-И) (а2-~4Л)3/2,

qui représente, en réalité, le critéium de réductibilité de l’équation dif
férentielle (9).

On peut donc dire
Propositions 1, La condition nécessaire et suffisante pour que 

l’équation (9) soit réductible est qu’entre les constantes cc, ß, A, B et C il 
existe la relation (11). s

L'équation (9) peut dans ce cas là, se mettre sous la forme (4) ou 
les ak, bk, ck sont déterminés par (10).

Exemple. Pour l’équation différentielle

y”+(3 X-j-2) y'-f-(2x2-|-Bx+c)j  ̂—0,
on a, en vertu de (11),

C=3+/z ou C=2-/z.

a) C=*3+/z, les paramétrés ak, bk, ck sont 

bo — 2, c0 — 1, c1 = l.

в 2 * = (-1 )* (2 А -2 )п (2” );

ß2Ä+l — 9,

b) C=2 — n,

bo** 1 » c0 — 2, Cj =» 1,

a2k+! - 0 ,

ô2*= (2Д: -3) 1 ! (2i"_2) я - 2*+2НД 4Æ± 1>, ô2/c+1=a*

2 A!! = 2.4.6. - . .2Й

6. Pour on a l’équation

(12) -*2У'+№■*-«) ̂ У +(С л2-В х+Л )/=0 .(12)

Les paramètres ai, bi, a  sont détermines par les système d’équations 
algébriques
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(c± — a) ak-i+ (n~ k+c0-a )  dk + b k -0,

(18) c1 bk- i + (n -  k -f 1 +  c0) bk -  Апк -  Bcik-i -  Ccik-2=0,

(*«0, 1 ,2 , . . . /2+1), 

c'est-à-dire, en ayant égard à (8),

2 60= ( а + 1 ) ± [ ( < х + 1 ) 2- 4 Л ] ,

c0=a — b0—n,Cj= Yn ^ ß + ai(a _ 2 0 u)]>

_  (g - 2  bg)(s-n)
аѕ_г1“ л (ѕ+ 1)(200- а + ѕ )  1 ѕ ’

a° ~ h  ß l _ ±  а  — 2 ö0_ ’

&s+i — ^  |ß ß —̂ (cc—2 60)J+ (ö „ + s+ l)a s-f1,

(s=0, 1,-••/?).

Le critérium de réductibilité de l’équation (12) cherché s ’obtient du 
système (18) sous forme de la relation

(14) 2 ß - a ß  = + ^ 2-4 с [2 л + 1 ± \/(а + 1 )2 -4 Л Ј ,
d’ou

Proposition il. La conditions nécessaire et suffisante pour que 
l'équation (12) soit réductible est q u e  les constantss a, p, A , B  et C  soient 
liées par la relation (14).

Il est évident qu’alors l'équation peut se mettre sous la forme (4) 
sous laquelle elle s ’intégre directement.

Exemple. Pour l’équation différentielle

x 2/ J’+(3 x -+ 2) x ÿ +(2 X2+8 X +v) y  = 0,
on aura

v=  -n(n-b  1).

Les paramètres aSi bs, cs sont donnés par

s~n+ + r ( 5 - 2 / 2 )  ( 5 + 1 )

( n - s + î ) 2
bs 1 s (2 /z -s + l)

ßs з a0 — 1,

«8- 1, b0~ - ( n + 1),

«1 = 2,
( 5  = 0, 1 , 2 , . . . /2 +  1).
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7. Si on prend /=<?*, on a de (3), l’équation différentielle de la forme

(1 5 ) j"+ (a ex + ß ) /+ ( A e 2x+B

Le système d’équations algébriques pour la déteimination des paia- 
mètres as, bs, cs est

( n — S  + 1  +  C j  — ß )  ß s ~ l  +  ( c o ~  a )  +  =  0 ,

Aas+ Baÿ- 1 +Cas- + c abs+(c1-ti+ s-2 )b s-i= Q ,

(s -0, 1, 2, • • * Я+2)
d’où l’on a

Г 2 л -ѕ  _ , s (s - я )  1 „
(s + 1 ) « s + i-  [ ~ 2 ) Г  ö l+  т Т « 2 -4 Л )1/ Ј  ѕ’

/ ž ± ( | 3 2 — 4 C ) V 2

вв“ 1> Ö3= + (о * -4 Л )‘А П ’  

ùs = аѕ +  [ßß ±  «i («3 -  4Л)V2 -  ̂ + 2л (s+1 ) ]  ^ , 

2 ô0 = a ± (a 2— 4Л)72

c „ -  C l - 1  [ я р ± ( ^ - 4 о ; / . ] - ^ ,

(s = 0, 1, ■••«+!).

Le critérium de r é d u c t ib i l i t é  de cette équation est donné par

(16) а р - 2 Ѕ + а =  +  (а2-4Л)72 ј^2л+1 - (ß ä-4C )72J

de sorte qu’on a la
Proposition 111. La condition nécessaire et suffisante pour que 

l’équation ' (15) soit réductible est qu’entre les paramètres a, ß, 
on ait La relation (16).

Exemple. Pour l’équation différentielle

e2x/ '+ ( a e x +ß)ex y’+(Ae +Bex +  Q y  = 0,
nous avons .

2 ß -  aß +  ß = +(ß2-4C ) £2 /z+ 1 — (a 2—4 Л )7 гЈ  ,

ce qui répresente le critérium de réductibilité de l’équation en question. 
Elle peut être mise, dans ce cas, sous la forme (4).

Ou remarque que, au moyen d'une substitution exp ( - * /2),
z = exp X, l’équation (15) ramène à une équation de forme (12).

8. Si f= tgx, on aura l'équation différentielle de la forme

( 17) y "+ (a tgx+ß)/+(Atg2 x+Btgx+
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Le système d'équations pour la détermination des constantes ai, 
bi, a  est

(n-  s +2) as_ 2+ (ct -  p) ô8- i +(« -  s + c0 -  a) -  0,

Cas~2~rBas~i-J-Л#8+ («s—/z—B) &s— #§,

(s=0, 1,2, . . .  /г+2).
D’où l'on а

2ô0 = a + l ±  [(а+1)2- 4 л Ј /г 

c0= a - n - b 0, c,=  ̂  [nß+a^a ~260) j ,

£(ß-s) as+ (« -s + 2 )  es_ 2J (<x-2  a ^ n  (s+1) ( a - 2 a9+ b 

— £ß (ß -s+ 2 )  (260- -a + 2 s —1)+ß (a-2& 0+ s )+ (ß -  1)(a

-  n (2 a-, -  n)(a -  2 bü- 1  )] as—j -  (ß -  s+ 2) (ß -  s+ 3) as- 3,

_  (a|3 — 2 B) n
0,1 (a — 2b0) (a- 2  60—2 л) ’

-  6Ѕ= [в р -в1(а-2ад] ^  - (ß -s+ 2 )+ (*0+«) в.,

(s = 0 , 1,• • • ß+I).

Le critérium de réductibilité est fourni par la relation

(1 8 )
л п  r ]  ( c c ß - 2 (3)3_________  Г 4 ß (я —1)___ 1

(2 в + 1 ± У (а + 1 )я -4 Л )2 L ' 1 ±\/(«Ч-1)а-4 л Ј

=  2  [ < х + 1 ) ± \ / ( а - Н ) 2- 4 л ]  - 4  Ј 2 ± \ / ( с с + 1 ) 2 - 4 л ]  ( 2 a 2- ß ) ,  

de sorte qu’on a la
Proposition IV. La condition nécessaire et suffisante pour que l'équa

tion (17) soit réductible est qu'entre les paramètres a, p, A, b et C on a ait 
la relation (18).

Corollaire. — Les équations différentielles du second ordre, dont 
les solutions sont de fonctions spéciales, peuvent être traitées comme 
des cas spéciaux des équations considérées précédemment. Par consé
quent on peut leur appliquer les résultats énoncés, et on aura ainsi leurs 
critériums de réductibilité. On sera de même conduit aux systèmes 
d’équations linéaires auxquelles elle se réduisent sous une forme explicite.

a) L'équation différentielle de B e s s e l  [15]

& /'+ */+  (X2 -  'ѓ2)У=Q,
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représente un cas spécial de l’équation (12), De (14) résulte le critérium 
de réductibilité de cette équation

2v=*2n+1, /z =  0 ,±  1 ,± 2, • . •

ce qui représente le cas connu d'intégrabilité au moyen des fonctions 
éleméntaires

Dans ce cas l’équation peut se mettre sous la forme [23]

où
(xD +  x lg  Ф2+  Ф*) [jc = 0,

Ф 1 = =  _ j_  i x— 2 n+]
2 9

11
Ф ( ± l ) s

s—0

[я+1/2 ,s] 
(2 x i ) s ’

Ф>=„ 2 ( ± , , ™ ( ± й + ? £+1).
6-0

avec
{n+\ 2 ,s ]=  [(2 /г+ 1 )2 -Р ] [(2 /*+ l)2—32] ■• ■ [(2/*+l)2- ( 2 s  +  1)*]

2‘jö. «s !
[/г+1/2, 0] = 1. 5 = 1,2,-..

b] Les équations différentielles d 'H e r m i t e  [16]

y"+x/+(n+\)j?=0

satisfont à la condition (11), de sorte que Гоп a respectivement les 
systèmes d'équations

i/-[_ fîe"+i (x) v=z
lien (x)y z' 

z'+D lg Hen (x )z= 0,
et

ou

y - n Hßn—x (ix)
HenJix) y ~ Z' 

z'+D lg Hen (ix) z+ x z= 0. 

/ i č / z  ( at)  =  ( — 1 )  ^ x 2/2 Dn e—x2k.

c) L'équation différentielle de W e b e r  [14]
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4 У' = (&+а)у,

( а = co ns t ) ,

peut mise être sous la forme (5) si, d'après (11),

( 2 « + l ) .

Hen {x )ÿ +  R {x)y^z, 

2z'~ xz^  0.

On aura

ou
/?(*)«

n+ 5 x"-

d) L’équation différentielle de L a p l a c e .
1°. Si Л — 0, l’équation différentielle (9) est du type de l’équation 

différentielle de L a p 1 a c e

/ ' + ( c a + ß ) / +  (Bx+ C)y = 0,

(a, ß, ß, et sont const),

Le critérium de réductibilité de cette équation sera

Z33-fa2 С—аЏ B = saâ,

s = 0 , ± l , ± 2 , . . .

de sorte qu’elle peut être écrite sous la forme (5), où

, ,14 n—s , (я- s )  (я —s + 1)(s+l) a3+!= —  %as+ v---- ---------- - as-!,

, aß — 2 B
Clu — I, — ~2~~~™ ̂

*s = - § j  (ß ß -  ai a) -  (л -  r+2) as- 2,

*o=0,

c0 = a, q  = « a ß  —B

ou

«a
(s = 1, 2, • • • n-\- î ),

, , n -s  (n — s) (/z-s+1)(s+ l)  as+ !=  —  a ^ -  -------------- a8- i ,

t aß —2 B«y ̂  1, «X — о
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(5 -1 ,2 , . . .  /Z+1).

2°. Si C«0, l'équation différentielle (12) est aussi du type de Г équa
tion de L a p l a c e

e) L'équation différentielle hypergéométrique confluente [17] 

x / ' + ( b - x ) / - a y = 0 ,
(a, Const),

sera de même réductible sous les conditions connues 

b—a - / 2+ l  ou a « /2 + 1,

d intégrabiîité a l'aide des fonctions élémentaires.
Pour b—a=n-\-\ on aura

x ÿ '+  ( ß x ~ a ) /+  (Bx~A)y = 0, 

dont le critérium de réductibilité devient

2 ß -a ß =  + Р (2 л + 1 ± \/(И -1 )2-4 Л ).

Les paramètres a8, b8, cs sont donnés par les relations

barhl~ #s+(&0+$+l)tfsH-i>

(5=0,1» * • • n-f-1).

X 11 Ün by ~ x  n 1 (n + \-b )  Lnby**z,

ou sont de polynômes de L a g  l i e r r e

k=o

g) L’équation différentielle de D a r b o u x



66 В. S. Popov

est un cas particulier de l'équation (17). De (18) on aura comme condi
tion de réductibilité

b-^n ou b=>\~n.

1°. Pour b=n, les paramètres asibs,cs, sont donnés par 

/2 (3/2+1)-2  s (s— 2)+a-2 (//-s+2) (л-ѕ+З)
+1“ (ѕ+1)(2л+1) аѕ~г~ (ѕ+1)(2л+ѕ) ßs~3

Cl ij =* 1 ö| ~ öj

^ s+ l^ fa+S+ l) #s+l —  ̂+1 ) пѕ—i,

c0~ —2n, c1 »0,

(s = 0, l ,2, . . . / i ) .

2°. Pour b = l-n ,  les paramètres as, bS)cst sont donnés par

$s+l8=1 / 2 ( / 2 - l ) - 2 ( s - l ) ( 2 / / - s ) - ( a + l )  , ( /2 -s+ 2 )( /z ~ s+ 3 )
(s+l) (2 л—2—Ä) ^ 1 ' (s+ l)(2ß —s —2) ßs_3’

«o = l. « i“ 0,

&s+i=(s+ 2- /2) es+ i-(ß -s+ l) «s-l.

co = -]. Ci=0,

( s = 0 , 1 , 2 , . . .  /z).
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