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BJZIArOJ C. Nonos

®OPMUPAHE KPUTEPUYMW 3A PEAYKTVBUTHOCT
HA HEKOW KNACW NNHEAPHW OVN®EPEHLUWMIANHA
PABEHKW

YBOJ

"onemata NpuMMeHa Ha fIMHeapHUTE AndepeHLMjaTHN PaBeHKM
BO aHanu3ata M nocebHO BO NpMMeHeTeTa MaTeMaTuka e Hano-
Xuna, of avdepeHuMjanHuTe paBeHKM Tue fa 6uaat Hajaobpo
n3yyeHn. MerfyToa KiacuTe JIMHEApPHU AndepeHunjaiHn PaBeHKN
WHTerpabunHy co KBagpatypu, T. €. OHME YAl LUTO OMWTU WH-
Terpan e anrebapcka (yHKUuMja WM MOXe fAa Ce wu3pasn co
KNacuyHWTe TpaHCLUEAEHTHU (QYHKUMKW, Ce MHOry orpaHuyeHa
Toa 3HauM feKa BO OMWT c/lyd4aj He € MOXHO cropeq ¢op-
MaTa Ha efiHa NMHeapHa AuMQepeHUMjaHa paBeHKa, Aa ce MNo3Hae
Jann Taa paBeHKa e WHTerpabunHa wm He e. [Mopagu Toa Mo
pas/iniMn  HauvMHM Cce YCTaHOBYBaaT MeTOAM 3a pellaBaH>e Ha
M3BECHN Kfacu AudepeHunjasiHA paBeHKu™.

Bo ocHoBaTa Ha oBaa paboTa ce Haofa aHasormjata LUTO
noctom Mmefy anrebapCkute W nuMHeapHUTe AudepeHunjaIHmn
paBeHKM. Kako LWTO e no3HaTto, MnpobieMOT 3a pelleHue Ha
efHa OudepeHUMjanHa paBeHKa Ce COCTON BO TO0a, Aa Ce Hajae
TakBa (yHKUMja Of He3aBMCHO MPOMeHNMBaTa LWTO ja WAEH-
TUYHO 3340BOJIyBa. Toa € MaKk ocobuHaTa Ha KOPEHOT Ha efHa
anrebapcka paBeHKa. YLWTe MoBeKe, OPOjOT Ha OCHOBHUTE
(hYHKUMK, KOj rO onpefenysaar OMWWTWOT MHTErpa, Ce C0XyBa
CO pefdoT Ha AudepeHuMjanHaTa paBeHKa, LITO € cay4vaj U co
O6pojoT Ha KOpeHMTe Ha anrebapckata paBeHKa. OBME OKO/-
HOCTW, W MHOry [pyru, Kako Teopujata 3a CUMETPUYHUTE
(hYHKUMK, TeopumjaTa 3a WHBapujaHTUTe, TeopumjaTta 3a rpynuTe,
3a anrebapckuTe paBeHKW, pallvpeHn U Ha NIMHeapHUTe AudepeH-
UMja/IHN paBeHKW, Ce YCNOBW/M W3BECHA aHanorvja NoMety HuB.

OcobuHUTE 3a PasfoX/INBOCT U PefyKTUOWNHOCT Ha Nn-
HeapHUTe XOMOTeHW AUMEpeHUMjaiHyM paBeHKM Of CromeHaTarta
aHanoruja &G oaT nonlyBaHM BO MpeafiokeHaTa paboTa 3a

* [loBeayBajKu ja nHeapHaTa AudepeHuMjaniHa paBeHKa BO BpCKa
co rpynuTe Ha S. Lie, Vessiot]) nokaxyBa AeKa Taa BO OMWIT C/y4yaj He e
MHTerpabuiHa.



4 Bnaroj C. Monos

yc4aHOBYBaH>e OMWTU KPUTEPUYMU Ha PefyKTUOWIHOCT Ha HeKoj
Knacu fMHeapHW AudepeHuUMjanHn paBeHKK.

WHTepecHuTe uctpaxkyBarbad Ha npo®. MUTPUHOBUK,
BO BpCKa CO Npo6nemMoT 3a PasnoX/MBOCT W PeAyKTMOUITHOCT
Ha JfIMHeapHUTE [udepeHUnjaiHU paBeHKW, HU Ce fJanv WHTe-
pec co ypo6HOCTa Ha MeTOAuTe fa M ucronssame 3a Jo6u-
Batbe Ha TWe ONWTN KPUTEPUYMM Ha PpefyKTnbunHoct. Tue
MeToaM Ha MUTPUHOBUIC Ce YKaxyBaaT Hapo4HO e(mKacHW,
aKo Ce NPUMeHaT Ha AudepeHUMjasiHA PaBeHKU UMM LWITO KOoe-
(PULUMEHTN Ce pauMOHaTHU (PYHKUMM O He3aBWCHO MpPOMeH/MBara
WM Cce CBefyBaaT Ha TaKBMW.

Bo npBuOT fen Hue moauduLmMpaMe Hekoj LOKasu U pas-
BMBaMe 0COGEHO NO3HaTW pasrnefyBaka, BOBeAyBajKM MHOry
nocpefHy pacyfysara, LWITO Cnefysaar Of CrOMeHaTara aHa-
nornja Mery nvHeapHWTe AudepeHLMja/iHN paBeHKU U anrebap-
ckute. Tpu Toa ja KOpUCTMME MeTojata Ha CUMOBONUYHUTE
orepaTopu, LITO Ce roneM ycrnex ce ynotpebysa, Kako LITO €
Mo3HaTO BO TeopujaTa Ha /SIMHeapHWUTe AUQEpeHLMjaIHN paBeHKN
CO MOCTOjaHW KoeuUMEHTW, W Kafe LTO fjoara [0 M3pa3 aHa-
nornjata Mery [AudepeHUMjanHMoT MOSMHOM W anrebapcKuor.

Bo oBOj pfen ro pasrnefysamMe npo6/eMoT 3a Haorawe
3aeIHNYKO peLleHVie Ha ABe AUMEpeHLMja/iHN PaBeHKW, Kako |
0CO6MHaTa 3a Pas3fioX/NBOCT Ha efleH IMHeapeH AudepeHLmnjaneH
MOMHOM Ha NHeapHW cuM6onnyHu haktopu. Ce pasrnesysa
ocobuHaTa 3a pefyKTMOMMIHOCT Ha efjHa paBeHKa WU OCHOBHMUTe
MPUHUMMX HA TO] MOUM.

3a pafieH gudepeHumjaneH noavHoM of 8-t pef (1> 1),
pasnoXnnB Ha ACUMOONMYHM (HaKTOpW M [aBame 3aKOHWTE 3a
(hopmuparse Ha KOe(MUMEHTUTE My BO (DYHKUMM 0f KoedhurLMeH-
TMTE Ha cumbonuuHuTe (hakTopu. Kako nocneguua Ha OBue
(hopmynu cnefysa M 06/IMKOT Ha efieH AudepeHUMjaneH nonu-
HOM PasfioXINB Ha CUMOONMYHU (hakTopu

L{x,D)ysU ('m,D + ftI D Ig D_ d

Kage wTto Wi ce BpoHCKMaHW 06pa3yBaHM 0f COOABETHUTE
CUCTEMU WHTErpan. Taka AobueHuTe (hopmynu MpeTcTaByBaat
M3BECHO YyOmnwTyBawe Ha Tve pgageHn op Vincentd, Flo-
guetd n Mammanab.

Vcto Taka ce pasrnegyBa M O6/MKOT Ha efHa AudepeH-
UMjanHa paBeHKa Of S-TW pef, Kora Taa uUMa f KOHjyrupaHu BO
cmmucon Ha Brassin pelleHnla.

BTopnoT fen, KOpuUCTejKku ja ocobuHaTta 3a pasfoxaneocT
Ha efHa /MHeapHa [AudepeHUMjanHa paBeHKa Of A-TU pef Ha
NHeapHW AudepeHumjanHy paBeHKU Of MPBU pef Mo MeTogoT
Ha MUTPWHOB MK, HW [aBa QopmMupare KpUTEPUYMM Ha
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PeAYKTMOWNHOCT Ha HeKOj Knacu AuepeHuUMjaiHu paBeHKU Of
BTOpPW ped. bupejkm nak cekoja AuepeHumjanHa paBeHKa 0f
BTOpPW pefd, pefyKTubunHa BO cMucon Ha Frob eniusf e
WHTerpabunHa, [o6ueHUTEe KpuUTepuyMy MpeTcTaByBaaT TakeBu U
3a MHTerpabunHocTa Ha NocMaTpaHuTe AUdepeHUMjaHN PaBEHKN.
TewKoTMUTe Ha KOj Ce HamfyBa Mnpu OBa Ce 0f anrebapcka
npupoga, na e NpeaHOCT Ha nocMarpaHaTa MeTofa LTO ycrnesa
cuTe onepauuu fa rnm ceefe Ha anrebapcku. KopucTeHata Me-
ToAa UMa WHTepec W 3apajgu Toa WTO ro AaBa CUCTEMOT pa-
BEHKV/ Ha KOj Ce cBeflyBa fajieHaTa [AudepeHuunjanHa paBeHKa
BO eKcrnavumTHa opma.

[vepeHumjanHNTe paBeHKM Y WHTErpaiu ce CreumjasHu
(hyHKUMK NpeTCcTaByBaaTt NpeAMeT Ha TPeTMOT Aen o oBaa paboTa.
3a xunepreometpuckata, Bessel osata, Weber oBarta, KoH(y-
eHTHaTa XWUMepreomMeTpucKa paBeHKa, Kako W 3a paBeHKUTe Ha
Herrn ite, Darboux u pgp. rm Haofavme ycnoBute 3a pe-
OYKTUOMIHOCT & CO TOa W CUCTEMUTE JIMHEeapHW PaBEHKN Of
MPB pef Ha KOj Ce CBefyBaaT TWe paBeHKW TMpW HajaeHuTe
YC/IOBW.

HanomHyBame, [feka KpuTepuymuTe 3a WHTErpabuiHocT
[06MeHV 0f Hac 3a nocmaTtpaHuTe Knacu AudepeHuunjaiHn pa-
BEHKN MpeTCcTaByBaaT 3a TWe PaBeHKN HAjOMTU KpUTEpUymu W
feka cvTenocera nosHaTUMHTErpabunHa pa
BEHKM 0f UCTUOT BUA Ce JobOMBaaT Kako NapTWKynapHu cny-
yau og omeof Hac [o6ueHn. Toa e M NPOBEPEHO Ha MHOIYOPOjH!
MPUMEPN CUCTEMATCKM W3/I0XKEHW CO peLleHna BO MHOry Mno3Ha-
TaTa KHura Ha Kawke- Differertidgeidurg Guope
thoden und Ldsungen, Bd. 1.

BonocnegHnoT gen of pabortara NokKaxyBame Kako MOXe
meTofata fafeHa o4 MwuTpu HOBWUK fJa Cce MpUMeHW U 3a
AndepeHLmjaHN paBeHKM Of MO BUCOK pef M Aeka TewwKoTumute
Mpu TOBa Ce MpeHacaaT Ha pellaBaHbe anrebapcky CUCTEMU Of
paBeHKM.

CmeTaM 3a [OMKHOCT fJa ja MCKakaM cBojata 6narogap-
Hoe!OHa npodh. MUTP MHOBMK 3a NOKaXXaHOTO OCOOEHO WHTe-
pecyBawe Mpu n3paboTyBake Ha oBaa paborta.

=

HEKOJ ornwuTmn oCobMHN HA NTMHEAPHUTE OUNPEPEHLINIANHA
PABEHK/ BO BPCKA CO AHAJIOMMIATA MEFY ANITEBEAPCKUTE
N MNMHEAPHNTE ON®PEPEHUWMIANIN PABEHKW1

1. /lnHeapHaTa XOMoOreHa AudepeHUujasiHa paBeHKa
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umm  WTO KOoeuUMEHTM ce N0 NpeTnocTaBka XO0A0MOP(HM
(hYHKUMKX 04 MPOMeHNMBaTa X BO efeH uHTepsan (a, d)u id" 0,
MOXe Aa ce nocmatpa M Kako

tl

d
L(x, P  av{¥)Dmrw= y ox (¥ j7=0,D = |,
v=0 =" O dx

Kafie WTO M3pasoT

(1.2) LsL(x,D)s"av{x) Dn~v

17=0

Ce BMKA OOMYeH /IMHeapeH AudepeHLujaneH onepatop A-TW peg.
M3pasoT nak

n

av x
v-0

ro BuWKame AudepeHUMjaieH WM OMepaToOPCKM MOJIMHOM Of,
A-TN pea.

2. 3eMajKkv M npefBWj TOPHWTE O3HAaYyBaHba, M3pPas3oT

M
(1.3) Mgjj?

MOKaXyBa fAeka onepaTopckuoT cumbon (1. 2) e m3BpLIeH Haj
M. TpetcTtaByBa nM nak M BTOp /uHeapeH AudepeHumnjaneH
ornepartop

T

MAY., bx) ,
K=0

nponssofot LM npeTctaByBa HOB ornepatopcku cumbon N of
pea N+ nuweme

N(x,D)sL(x,D)M(x,D).
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Bukame geka augepeHUMjaHAOT onepaTop ce nob6bumea
CO M3BpLIYBakETO Ha O3HayeHUTe onepaumnm Bo L Hag M wu
feka NeoctaBeH of AudepeHuujanHuTe onepatopy 1 M
3eMeHV BO TOj pea.

MoBTOpUME NI W UCTWUTE pa3rnefyBara 3a Ke nmame
M P)sQ D)

Kage wrto Q m Rce aundepeHunjanHm onepatopu b
/INYeH MnpomnsBof e NBieceHa oBaa BpefHOCT 3a |
faBsa

LWmALQR
Mo TakoB HauvH fedUHuLMjaTa 3a CUMOONYEH NPOM3BOJ,
0f, fiBa AMEepeHUmMjanHM OmepaTopa MOXe fa Ce npompy 3a
noseke orepartopu. JlecHO ce 3akny4yBa [leKa oboj pon3soj
e acouujaTuBeH W OUCTPUOYTMBEH HO HE W KOMYTaTuBEH T. €.
LM &ML

3. Heka ce pageHu AudepeHuunjanHMTe onepaTopu

n
L(x,D)s]?ai
i=0
m
M (x,D )"
n-o
Kaje LITO e nN">munn-m** s,

[a o3Hauume co P gudepeHumjanHUOT ornepaTop
B)=2* w
=0 P B)
Toraj L moxe ga ce Hanuwe BO 06/MKOT
(14 L-

R e gudepeHumjaneH oneparop 0f UCTU BUA Kako U "
W of pes noman of S.
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HaBucTuHa, ako 3a Taa uen M ce MOMHOXW CUMGONNYHO
co pODs of neso uwu3Bagu of L, gudepeHumjanHUOT onepaTop
WTO ro gobusame

(1. 5) L-po

e og, n- \ peg. OLHOBO MOMHOXEH OMNepaTopoT co pxDs ¢
n n3sageH oso] npoussog of (l. 5) pasa

L - pODsM px2)4-1

LWTO NpeTcTaByBa AUMEpeHLMjaneH onepaTop 04 2 pega. Mpo-
[O/MKYBajKM Taka foarame Ao

S

L-'mM D '-'M -R
f=0

o4 Kafje ce rneja fjeka _ ReaudepeHuunjaneH o
5- 1pea. MocnegHata nak penauumja e TOKMy paBeHCTBOTO (1. 4).

AKO ce 3emaT HaMecTo onepaTopuTe n P pecnek-
TUBHO paseHkuTe Ly =0, My=0 un O, ke nmame cnpen

Ly=

Of Tyka rm umame MosHaTuTe CNefCcTBUE:

AKO paBeHKUTe Ly=0 n My =0 umaar efjeH on
rpai, Torawl Toj uHTerpan e Ha Ry- 0, n obpatHo. [pute-
KaB a fin nax Ly=0 cute uHTerpaim Ha =0, Toraj oyeBMgHO

e [?j/==0, 1. e. cute KoeuuMeHTU Ha Ry ce Hym.
.Bo T0] cnyua] e

L(x,D) =P(x,D)M(x,D)

O/iHOCHO
1> -2, a0 R) (*
3 K i w2 2 (57

Opf pobuennot pesyntaT chefysa W TeopemaTa AafeHa
ofg Libri?
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AKO [iBe /IMHeapHU [AudepeHLMjaiHN  paBeHKM 0 u
Py-=0 ja umaaT ocobuHaTa, cUTe pelleHuja Ha BTopaTa fda ce
PELLEHMja U Ha MpBaTa paBeHKa, Toraj U 6e3 MHTerpauuja Moxe

[la ce Haje efHa TpeTa paBeHKa 0 oa peg 0 Taka,
paBeHKaTa Ly =0 o T+S3eTn peq
paBeHKn 0f T=TM U 5T pea.

4. PasnaraweTo Ha AUMepeHLMjaTHUOT NOMIMHOM Ha TakBW

04 TMNOHW30K pef, HE BOAWM MO aHanormja CoO pasfnarameTo Ha
anre6apckuTe No/MHOMMU Ha SIMHeapHU akTopu, O OCOOUHW HOBY
M 3ae[HNYKW, efHa Of KOj € MOMMOT 3a PefyKTUOWNHOCT Ha
NIMHeapHaTa AudepeHUMjanHa paBeHKa.

JlnHeapHaTa AvidbepeHUmMjanHapaBeHka, Ha Koje
(MUMEHTUTe BO OnpefdeneHa obnaeT ce (PYHKUMN
Of NpPOMeHnMBaTa X, Ce BMKA Uup efy KTabun Ha crnopes
Frohenius, Kora Taa H/ CO efHa XOMOreHa NvMHeapHa Aude-
PeHLLLaNHa paBeHKa Of MOHW30K ped, Yun KoeqoLyeHLun ce co
NCTUTEe OCOOMHM KakO W Ha fJafeHaTa, HeMa 3aefiHUYKO pelue-
HUe; BO obpaTeH cnyyaj Taa Ce BUKa pepykTuounHa. Cekoa
gMHea%Ha OvdbepelianHa paBeHKa Of MPBU pes e MpesyKTu-
unHag.

Tpeba fa ce ofbenexu Aeka NOMMOT 3a MPeAyKTMOUIHOCT
He Ce OrpaHM4yBa CamO Ha MHeapHUTe AMMEepeHLNja/IHU PaBEHKM.
Taka HMp. anrebapckara gudepeHumjaiHa paBeHKa

® (=0, Yo

Kage wTo P e uena paymoHasHa (yHKUMja NO X,Y, W HEroBuTe
M3BOAM, Ce BMKA MpeLyKTMOM/Ha, Kora Taa BO OAHOC Ha

e BO anrebapcknm CMWUCON MpeaykTubunHa T. e. @ He moxe faa
Ce pas3fnoXu Ha Npou3BO4 Of ABE paBeHKW 0f MOHM30K pef
crnpema y<I¥ CO KOE(UUMEHTN pauUMOHa/IHU MO OAHOC Ha

Y, Y

N aKo HeMa CO HMKakBa AudepeHumnjanHa paBeHKa 0f MNOHU30K
ped M CO UCTU KapakTep

T Gyy',-m =Q
3aef]HNYKN MHTerpas.

5. MpawakeTo 3a Haofawe 3ae[HUYKM pelleHnja Ha [ABe
fafeHn andepeHumjaiHA paBeHKM CO CrMoMeHaTaTa aHasoruja He
HaBeflyBa Ha MpallaweTo of anrebpata 3a Haofawe Hajro-
Nema 3aefiHM4YKa Mepa 3a fABa Uenm 6poja WM 3a [Be Lenm

(yHKL M.
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Criopes, KaaHoTo BO T. 3 3aeAHWYKUTE peLLeHMja Ha
My-0 n Ay =0 Ke 6ugar 3aefHNYKN peLleHWja n Ha /72y =0
n Mg na nvave

NI-PiRx +R*

Mo ncTmMoT HaumH ce aobuBa
Ri= Pi+1 R 2
1=1,2 000 1

Pi n nMaaT Koe(ULMEHTM CO MCTU O0COBUHU Kako P wn
Cekora rocroaT HepaBeHKWTe

n> BK> tfNi»

Kafle WTO GATO O3HauyBa pefoT Ha

[?7*+ wm e paBeH Ha fE)na JaneHuTe
33eJHNYKO Camo TPVBMANHOTO pelleHve y =0, WM e Hyna na e
33e[JHMYKMOT MHTEerpas Ha #0n Ha My =0 e |
RGr1 y=0.

Bp3 ocHOBa Ha KaXkaHOTO Ce 3aK/by4yBa:

_ MoTpebeH 1 [OBOMEH YCNOB 3a Aa buge efHa
janHa paBeHKa pefyKTUOMIHA € ga MOXKE jJa Ce Hanuwe BO
00MMKOT

L(x,D)y =P(x,D)M(x,D)y,

Kafe WTO cymaTa 0f pedosuTe Ha ) U Ha e
paBHa Ha pegoT Ha L(x,D).

HaofaweTo Ha paBeHKaTa LUTO MMa 3a pelleHnja cuTe
peLleHMa Ha [Be [afileHn paBeHKun9

n

P(x,D)ysJ? 0,
K=0
m

Q(x,D)ya2 %k =0,
k=0

CTaHyBa MPaKTUYHO MO CMEAHMOT HauvH. 3umame cu AudepeH-
UnjasH1Te MOSMHOMM
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m

Ak , D)y=Je s(xV,
s=0

B (xD)ysj? bs(x)
5=0

n 06pa3yBa|vle HOBUTE MO/MHOMN

m n
Ry - B2 D m-s2
5=0 k=0
n m

R=AQys™? asDn-s”~ gk
s~0 A0

Moy ropHaTa NpeTrnocTaBKa, OBWE [ABa MOJMHOMA MNpPeT
cTaByBaaT efleH UCT 0f pef T+ e

Ry =RiJ

nnn no BHECYBake Ha AECHUTE CTpaHWU

2 N2 2 pk>>Dn+n-r-s

n m n-s

50 K-OI'ZOZ]-E FE ("ro) JDm+r+r~sl

Mogpeame Nn ja gecHaTa CTpaHa Ha OBaa paBeHKa Mo
N3BOAUTE HA Y U CTaBUME CUTE KOE(ULMEHTU [a Ce pamMHU Ha
Hyna, fo6uBame T+n+1 paBeHKa cO T +N+2 HenosHaTh as U
bs. Co eaHaTa HemosHaTa MOXeMe WM fa i pasfenume pa-
BEHKUTE Ma [o6MBaMe MCTU 6POj Ha HEMO3HATU KaKO W paBeHKW,
WM aa A onpeaenvMe MPBUTE HEMO3HATU Of MpBaTa paBeHKa

«0q0- 60p=0.

AKO cTaBuMme at= pke umame b0=
cBeflyBa Ma T +N paBeHKM CO TO/IKY HenosHaTu.
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JeTepMuHaHTaTa Ha cucTemMata JIMHeapHU paBeHKU Tpe6a
aa 6|/|,qe pa3nnyHa o4 Hyna, 3a fa ' eagHO3Ha4YHO Oorpeaenme

KoeUUMEHTUTE Ha Ay=0 n
pavHM Ha Hyna paseHkuTe Py-0 un 0 mnmaaT 3aefHUYKMK
VHTErpann. Hnp. ako e A3

P (x,D)y =(poU3

Q (x D)y sEo

A (xD)y = (a0

B(x,D)y =(b0OD2+hbt D +b2y

3a onpegenyBarbe KoeUUMEHTUTE M UMaMe Off WAeH-
TUTETOT

[RoD2+blD + b) (pDs+plD2+p2D+

- (aba+alD2+a2D +a3 (q0D2+qlD +

CNefHUTe paBeHKU
bopo-a 0go-0

bo(2P0' +pd) + a3 + -atgr=0

bO(Po" + 2Pi+ Pu)+ h (po'+ Pi) + b2p0- a0(3 q0'" + 3 qt>+
-ax(2q0+qi)-a2q0-0

bo (Pi +2p2 +Ps) + bi (pi'+p2 +b2Pi- +3qgx*+
- go'+2q7+ -
bO(P% +2/V) + bi  (p2+p3 + b2p2- a0(gpm+2qt™) -
+ 0
bOPs" + bi Ps  +b2p3-a0g2’'- ax

O6/MMKOT Ha f[eTepMMHaHTaTa OCTaByBajKu npBaTa o0f
paBeHKuTE €
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Po 0 Po 0 0
Po+PI Po 2 Po  +Qi Fo 0
PI'+Pz Pl Po+2Q .+ (2  ro+th PO
Pz+P3 Pz 4"+ 28 Pi'+ pz Pl
Pb Ps Pz' <H Pz

6. MpeTcTaByBa 0COBGEH MHTepec C/ly4yajoT Kora efeH nu

HeapeH AgudepeHUMjaneH NOMMHOM Of MPOM3BONEH pes  )> 1),
MOXE [ja Ce pas/ioky Ha CUMOONMYHWM (haKTOpW Of NpPBU pef
OHOCHO Ha /IMHeapHU AudepeHuMjanHy MOSMHOMM Of NPBY pes.
Ke ro ussefeme T0a He Kako [AMPEKTHO C/efCTBME Ha norope
MOKaXaHMOT HauMH amn Kako LITO Cnefysa.

AKO HM e fajeHa augepeHumjanHata paseHka (1. 1), umja
LUTO OCHOBHa CWUCTEMA WHTErpamm e Toraj
cnpema feuHuumjaTa 3a pefyKTUOUIIHOCT, NOJIMHOMOT MOXE fa
ce Hanuwe BO 06/1MKOTI0

(1 6) YA iy . F L

Kaje WwTo e y =0, gudepeHumjanHa paBeHka of - 1 peg,
um mHTerpanm ce Yk, A- 1 2 eee - 1 a 1? nmHeapeH Aawude-
peHuMjafeH MOAUHOM Of NpBM pen*

Mo nucTnMoT HaumH paseHkata L, /=0 e pefyktnéunHa u
MOSIMHOMOT MOXE fa Ce Harnuwle Kako

Ln—y —i 1 2!
wm 3umMajkn npegsug (1.6)
Ly=
MpopomkaBajkn Taka, gobueame
Ly~L? -"L\L\
Mo TakoB HauuvH, AafeHWOT AudepeHUMjaneH NOMVHOM Of,
A-T peL ro pasnoxXmBMme Ha namo60osmn
pea. Oa 3abenexume [geka KOePULUEHTUTE Ha OBME (haKTopu ce
O WCTa Npvpoja Kako W KoepuumeHTUTe Ha paseHkata (1. 1).

* [ONHWOT WHAEKC HA MOKaX3"Ba PefoT Ha MOSIMHOMOT a FOpHUOT
HEeroBOoTO MECTO BO MPOM3BOAOT.
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[opHOTO pasnoxysatbe Vincent§ ro gobusa BpLLEjKM

ja mocTeneHo cmeHaTa ~ y=ay+ , Kage wT0 aep
paBeHKaTa a yxHoBata (yHKUuja.
7. AHa0rHO, Kako WTO npu anrebapckuTe paBeHKW, 3HaB-

e Ha KOopeHWTe MO3BOSlyBa fa Ce Hanuwe paBeHKaTa, W
TyKa 3HaekheTo Ha cucTemata OCHOBHM WHTErpauM HA MNO3BO-
NnyBa CO MOMOLUTA Ha pacTaByBae AUdepeHLmjanHaTa paBeHKa
Ha CMMOOMMYHM (haKTopW, Aa ja HajaemMe paBeHKaTa LWITO € 3a-
[0BO/IeHA Off Taa cucTemMa WHTerpaM. Ho Ha oBa MecTo Hac
He WHTepecupa cnefHUOT npobnem. buaejkn pageHa fudepeH-
uujasHa paBeHKa

(1.7) L X, D)yw2 i#*°mkY- Q

3a KOjaLUTO npeTnonarame fAeKa MOXXe fAa Ce nuiie BoO 061nKOT

1

(1. 8) _ L(x,D)y8l (4D +423j=Q
1=n

Ja ja Hajgeme Bpckata mery koegwmumeHTuTe ak u fy T. e pa
M Hajaeme KoeguuMeHTUTe akK BO (yHKUMWM 0of

Opf pepyKTnbunHocta Ha [AudepeHumjanHata paBeHKka ce
nob6uea

Ly —Ln—mLjny
WM aKo Ce 3eme
nm T
Ln—m~ bs{Dn M s; Lm= Ci (x)Dm 1
s=0 i=0
Ke nmame
n—m m
(1.9) Ly=2 bs Dn-m-2
S0 i—0

LS (T L

Mo ynopedyBatbe Ha KoeUUMEHTWTE npes eaHaKBuTe
13BOAMW, VMMaMme
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" bo Co,
arbnCi+yn 7 - i boCo + b
(1 10) 2802+ ("j1) bocl+ (R 2r
+blcl+[ 2 JbtcO
+
dn~be A j (n-m\ e 2

+ B2+ i J ¢+~ 2 I
+ j  Jé2d0

Cod

Ako cera ja npumeHuTe opmynata (1. 9) Ha cum6o-
JNYHNOT MPOU3BON

Litla; yS (00D"-1+ D7 2+ e+ & *(/y +/12)y,

nobueame cnpema (1. 10)

aO= bo/u>

ax=&/12+ (R j 1) 60 fix+

v=a (1 ~pof122 1 A0~ + M2+ 1 N+ b2fw
is=( 2 j bofv"+~ g j bofiX" + {*2

H62/2+ 2 )
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[Ba natu ynotpe6ena Taa topmyna (I. 9) Hu faBa 3a
Npon3BOA4OT

Ln-2 L\LYs (@0 Dn~2+gx Drr~8-ee

CNefiHUTE pPaBEHKU
flo= QAILl »

0L =(1)dmAlth+ ("1 JDAI' Al + DAl A+<DAI As+N Al Al

=1 2 VoA Al+ [ 2 ) <IONAI+( i "] DAIA/

(77 %) AAiA
+(ni DDA2A/+(zi A foAi Ai'i DA*AI +
F(§ ] aneps+( ] WAL+ ATAL QA Azt

MocnefoBatenHo (oOpMUPajKM  CUMOONNYHUTE MPOU3BOAU

Ln- [ =1 1k B,
1L M*=  1/11E1=ese=f_*eeel?if-1

gk~ ~ Al ®P3 1 =/m /i H

W ynopeayBajKu- rm KoeduuuenTuTe npej eaHaKBUTE U3BOAM, T
[06/BaMe KOHEUYHO GapaHuTe penauum



PefyKTUOWMAHOCT Ha JIMHEAPHN pPaBeHKM

n i n
(Mi) ! .
k=n L=1/l i=lv 13fti
n
5 Jf»;
i=2' -
n n n
+
S
* 1 * 1
,q12>’<11(t|-i\f_r|,|\z'2'\'71, L € Ty
11 + 429 phpdtn
1 Iz I o"
. X1 fi2fjHes fi4S)2 L X Likan *N\
V8= ™ 4ees, n, <w n+». +je, | 3 jn,
'V (n+ifAr—i '
Psi 11 f—zlrrulllﬂ +c||2jﬂ
r f
+E 3f|1’|T$AC’\ +
=2 0 tr-fm
2 )fn U /=3 JSIT

DO = -
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+ + oo

ftx

8. Heka HM e pageHa AudepeHumjanHata paBeHka (1. 7),
Ha KOjaluTO cucTemaTta WHTerpam e yum yb---yn- Crnpema Ka-
YKQHOTO BO T. 6 COOTBETHMOT MO/IMHOM € Pa3/oX/INB Ha CUM60-
nnueH npousson (1. 8).

Re nokaxume, geka cumbonuuuuot npousson (1. 8) moxe
[ia Ce MuLe M Kako

1 12 fnD +fnDIg fNfv-fi-w
(1 12) . g e

Kage wrto Wt npertctaByBaaT BpoHCKuMaHWTe o06pasyBaHM 0f
(PyHKUUUTE yit

X Yr—y1
n. — W ¥Y-'Y1

CvcTemaTta uHTErpam yi Moxe fa ce go6ue nocnegosa-
TENHO CO CMeHaTa

y:
HaBucTnHa, aobuBame
Y- vty2- \Kj v2 da- v, fv2dxJ dx-m = Jdxjeeedwr
Kage LWTO e
''eg’H n H
M = H4—expii"-12- dx, =2ee

Ji—21 J'Ji—Ui Ji,V

Cniopes, opmynata Ha Liouvilie
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Wi-Cexp

n aumajkn npegasug (1. 11)

PR~ fll fod ee*fki,
vamvel

T /(r’/r-"-n-n exp\~\[fZ HfZ +"""+u ) dx,

Co 3roflHO u3bMparbe Ha KOHCTaHTWUTE, Ke WuMaMe 3a
KO/IMYHUKOT

Wi
Wt-b 4 X "rel1-\Tt TN

O/ Kage cnegysa

/12 = o 11721 o' ft—UI

53HeceHa oBaa BpefHocT 3a /4 Bo (1. 8) HM faBa TOKMy
12).

9. Mpn anrebapcknTe MOIMHOMK, JIMHEAPHUTE MHOXUTENN
MOXaT [a pasMeHaT MecTaTa CW, HeLTO Koe Mpu AudepeHuu-
jaHWTe Kako LUTO PEKOBME BO T. 2 He € MOXHO, T. e CUMO0-
MYHUTE (PaKTOPU He MOXKaT [a pa3meHaT MecTaTa, OCBEH BO
CMy4yaj Kora ce KoeuUMeHTUTe Ha fafeH MOSIMHOM KOHCTaHTW.

[a i nobapamve ycrnosuTe WTO Tpeba fa v 3a40BOSY-

BaaT KOeUUUEHTUTE Ha CUMOONNYHUTE (haKTopu /« 3a ga oBue
ouaaT KOMyTaTUBHW.

OsHaunme /i co
K-2
K- N (UD+fa)

Ke nmame

* Mo TexHWukM npuanHn f e 3ameHeTo co /.
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(fkiD + 1 fft-" p +/*_ 1« =/fti/ft-lu /C

+[/ft/ft-LU ¢ kwtk—i + ki 1k 2)/C' +[/fti/ft-12rtk~ 1D
n
(N-Wd+ /™) o BAHN)k -tritk-vi ke

+[/ft—Uiff02+rk—m i+ fkifk —u2] A2+[/*—12 HAIAK]/C.

YnopegyBajkn v mnspasute npeg /C /C n K" pobusame*

fki ~ ctk PP Mt 2=crka2+C-
10. AKO so aubepeHUMjaTHAOT MNOMMHOM Ly pasnoxnve

Ha cUMOBo/IMYHM (hakTopn (1.8), ro 3ememe cry4ajoT
ti =1 =g (H, F 12 oo,

CoopBeTHaTa AudepeHUMjaniHa paBeHKa Ke 6uge cBog/mMBa Ha
CUCTEMOT JIMHEApPHN PaBEHKM

(D + wyy/=yi+, Yo Y+l =0.
(r=1,2,004«).
M3Bpwm M ce BO 030j CUCTEM CMeHaTa
1. 13 yi<=Ziexp (- Jeudx)
ro gobvBame cuUCTemoT
D zi- Zi+i, z0= Zn+i =0,
0=1,2,...«),
LUTO OAroBapa Ha paBeHKaTa
Dnz=0.
OnwITMOT MHTErpa/1 Ha OBaa paBeHKa e

n

z= ~ C [/ x n~1C: =
i=1

W Ha fafeHaTa, sumajkn npeasug (1. 13)
y =zexp (- Jeudx),

Cu Cj ce mpou3BOAMM KOUCTauTMm.
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OvpepeHumjanHaTa pasBeHka (1. 7) MoXe ga ce nvwe BO
06nmnKoT1)
Dn exp(J o
wm

1. 14 (D + a=0.

CuctemaTa peLLeHMja BO 0BOj Cny4yaj, HapedeHn o Bras-
sinel) KoHjyrMpaHu pelleHnja, aHaslorMm ce Ha MHOFOETPYKUTe
KOpeHM Ha efHa anrebapcka paBeHKa. Toa Ce 3aK/byyyBa Ha-
npaBo ako ce 3eme fIN 1U3BOA Of fieBara cTpaHa
3MMajK/ M3BOAMTE Kako cTeneHwW. JlobmBame

al(® +co =0,
04 Kafe MmMame 3aeAHUYKUOT UHTerpasl, fafeH co
(D+w)y=0.

Bpckute nomety KoetmumMeHTUTe Ha paBeHKaTa L(x,D)y =0
N @ ce cnegHUTe

= co3+ 3 coo/ + co"

n OEN

POPMUPABLE KPUTEPNYMU 3A PEAYKTUBWUTHOCT HA K/TACATA
NTNMHEAPHWN ONW®EPEHLUWIANHW PABEHKWN

Y'+(al (*)+R)y 4 A2(x)4-Bf (x) + C)

1 CnomHaTtara BO yBOAOT MeTofa pajeHa o Mwutpu-
HOBUK 3a (opMupare KPUTEPUYMM Ha PeayKTMOWAHOCT 3a
NNHeapHUTe AndepeHLMja/iHN paBeHKN ce COCTOM BO CNefHOTO.

HanopegHo co opHanpesn fafeHata [AudepeHumjasiHa pa-
BeHKa 0f A-TV pefg
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(2.1) 2
;=0
ja 3umMame cucTemaTa SIMHEApHU PaBeHKU Of MpPB pej

YK%YK-1+ ey
dulrHi +fplan-1=0,

Oo="; *=1, 2, eee/r-1),

(2.2

Kage wTo qf* ce (oyHKUMM CO WCTM OCOOMHU Kako n PF
EfeH cnyyaj Ha pefyKTMOMMIHOCT Ke VMaMe, ako Ha pa-
BeHKaTa (2. 1) MoXe Ja Ce Yy4MHM CcOoofBeTeH cucTemoT (2. 2),
KOj No enMMmMHaumja Ha y{1=1, 2,eee«-1), ce
paBeHKkaTa (2. 1).

Taka Hrp. 3a auepeHUMjanHaTa paBeHKa

(2. 3) y" +(ax+b)y + (Axr+Bx+C)y=Q
aKo ro y4ynmHuMe COO[BETEH CUCTEMOT

F(x)y+g(x)y=y1, y% +h(x)y1=0
Kaje LITo ce
S+2

S
M -], OOk

N M NOTYMHVMME NapameTpuTe 5, A Xy, jiy Ha ycnoBu [obveHn
04 YCNoBOT 3a [fenewe Ha noivHomute f'+g+fh,g'+gh co /
6e3 ocTaTok, fobvBame OMnLITK KPUTEPUYMU 3a PedyKTUOUIHOCT
Ha (2. 3). KopucTejku ro oBoj metod, MUTPUHOBUK M Haor'a
3a paBeHKaTa (2.3) ycnoBuTe 3a MHTerpabunHocT 3a s$=0, 12

2. MpowmpyBajkn ™ 1 KOMIVIETUPajKM pe3ynTatute [o-
6reHn o MUTPUHOBUK 3a [udepeHUMjanHaTa paBeHKa (2.3),
BO OBOJ [eN Ke pasrfefjaMe Hekoj TWMOBM Of Knacata /-
HeapHN audepeHLMjaiHA  PaBeHKN

(2. 4) y'UrH(«/+ RB)ym (AP+Bf+ €Q
Kage wWTo /=/(*) e npou3Bo/iHA, HenmpekMHaTa (yHKLUMja LITO
UMa M3BOAU L0 A-TU Pef 3aK/byyHo U a, [, ce npo-

M3BO/IHN KOHCTaHTMW.
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Hvie nokakaBme BO T.6 rfiaBa npBa, Aeka noTpebeH wn fo-
BOJIEH YC/IOB 3a [a € paBeHKaTa (2. 4) peayKTnbwunHa e, Taa
fa MOXe BO 06/MKOT

(25 B+f +x)(a+")"-0

h-<p(/)*0, X=X(/). D -

fa ce nue
3a norosiema yfo6HOCT, BO HaTaMOLUHWTE pasr/iefyBarba
paBeHKaTa (2. 5) ja 3MumMame MHOry 4ecTo M BO OO/MKOT

(2.6)

pobueHaos (2. 5) NoO MHOXeHe CO (@ OLHOCHO Kako CUCTEM
0f, paBeHKU
(PG +1)j? =2,

(D +>0~=0.

[a npegnonoxume fAeka paBeHKaTa (2. 4) pefyKTuounHa*
T. €. JeKa Taa MOXe fa ce nuie BO 06/MKoT (2. 5).

Hawara 3agava e fga nobapave efeH OMNWT ycn6s LUTO
Tpeba fa ro 3afoBosyBaaT KoepuumeHTUTe a, 3, A, B, C Ha (2.4)
3a fa buge Taa pepyKTMOMNHA.

3a Taa uen nocrtanyBame Mo CNESHNOT HauuH.

dyHkumTe @ \J M Yy M 3umame PecrneKTUBHO BO 0O/IMKOT

o
9(/) - fn+ar/*-*+ ap st 2+ eee +ij, - Tl
i=1
27  *()- b® bl» + 62
aipyj, ck, f/= 12,009, /'=1 2 000 q+1; 1,2) ce NPOM3BOSH

napameTpu.

MonuHomuTte (/) wn >He(/) HeMaaT 3aefHUYKU HyM, T. e.
pesyntaHtata R Ha paBeHkuTe

D(/) =0 u & (/) =0,

€ pas/MyHa Of Hyna. Bo MpoTMBEH c/ydaj 61 mornm cucTemata
paBeHk/ (2. 6) Aa ja pasgenvme co (f-ri) 1 BOBesyBajKM
HOBa HerosHarta (iyHKuuja

* OueBMAHO e, [ieKa OBaa MPETNocTaBKa e BO COrnacue Co Mo3Ha-
Tata TeopeMa pafeHa of Liouville: EgHa nvHeapHa AudepeHumjanHa
paBeHKa of BTropa pef 3a fia buge WTerpabunHa co KeafpaTypbr™ MOLLPEOHO
W [OBO/IHO € /I0rapyTaMCKUOT M U3BOJ Ha efieH Of HejHUTe UHTerpasbl ja
6uae pauynoHaseH.
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(f-n)z' =z,

fa pobrveme HoBa cucTeMa paBeHKU of 06nuK (2. 6).
4. Of (2. 4) v (2. 5) pobmBame no ynopeayBaHe

P+Y+Xb- t(al+ R)=0,
(2. 8)
+Xt- ®04/2+ /4 C)=0,
W 3MMajKn nNpeasua (2.1)

(bo+ cQ/ ntl+ (6] + cOai + Ci)/ n+ +cOii2+cte jZ"- 1+.. ¢
+1-1+ (Fi-1) Bj/ 7~2" + ese+ R, _3/'-cc/n+l-(cCRi+B)/ "ee. U, RS 0

NoCo/"+2 + (6iC0+ 60CY) /" +1 + (62c0+ 61cl)/ n+ eee +(/r+1) 60/ n/'
+nblf n~i" + em+ bnf' - A/ "+2- (IA*+5)/"+*... a, C=0.

rBHeeeme /v v 3a / nocnegosaTesiHO BpegHoCTUTe /-T<
((/1=N,2,---9), op wngeHtTuTeTUTE (2. 8) KobUBame

bOTIH1+% r& + eeo+ &+l = - /" (U -r2) -rJeee(lj- rn)

BriH +9% 2° + eeot bHl= - /' (F2- \)(r2 C8  (/-2- I,)

60+ QA" +et+<L= - (rn- 1 (rn- [Dees(s, - fo, |

"
(n+ 1) b0 Y xi\nex+ .- + 6,,= - ~ (cOrx+cx) (60r » 1+ bxrm
+ eoot 4+i)
(n+1)b0r2n+ n btGl- 1 + -=- + bn=-
+ ----16/1-H)
bx -3+ %01 6, = - y? (COC,2+ < oMt + bxrm

+ ~me—+ bn+i).

3 IKe:'pasrnefgame cera Hekoj penauuv Mery mapametpuTe
au *hjt (k 3aegHNYKM 3a cuUTe paBeHKM of 06aukoT (2. 4), no-
TpebryB BO HaTaMOLUHWUTE pasr/iefyBatba.



PefyKTUGWNAHOCT Ha SMHeapHN paBeHKU 2S
Ooa (2. 8) nmawve

t (m) =x(m<p'(n

OAIHOCHO CNefHWTE S penaLum

(2+1) bOI\ i+ Nbx/V*-1+ -+ bn=(cOrl+ cl) (M -r 2 eee(r3- /e
{|_|+ \)b0r2n+ nbl [2+T+ e o+ ha= (c0F2+ C|) (F2 -
B+1) bo I nb Lrnn-x+ mm+ bn= (COrn+ @) (rr=d\) ese( 1

Ha oBue penauuMy Moxke fga ce fgage 06AMKOT

n
(2-9) 2 (n+1-07 =fcork+ J M (r*- r«),
=0
A=1 2 000; a=1, 2,
Kafe LWTO e
S = pR=[s'"'+ """ + eeet rr+[M~T
+ M~ 1 y3+...+1Mp+r/I-I
s s
+T, +[T«-T-" +ooet ] +0)
+ r3+ r4+..+ I—"-I'lr
S SRRSO R PO UT PP +T,

Bagejkn of npeata penauuja (2. 9) octaHatuTe W AenejKu
npu Toa cekoa co fci-If), /=2, 3,%ee9, 1 fobnBame cnegHuUTe
A - 1 penaumm

a-1

2 («+1-0" - 2
/=0 5=1, K

K=2,Beeen; a=23 ¢eemagkK

fce's+0) M fc* - r«)p>

Mo uCTMOT HayuH, aKo Of npBaTa 0f OBW*e paBeHKU M
n3BaguMe OCTaHaTuTe, Mo pasfenyBawe co (r2-r/), /=3, 4, ss/?,
nMawvie
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n- 2 2,k
2(«ti-on5>d-f_2= g_l (cor-C @M (I8-Ta),
k—3,4, e¢¢/2; a=3,4,***n; a”™ kK,

Bo onwT cnyyaj no p onepauuy K3BEAEHM MO TFOPHMOT
HauuH fobuBame

n—p 29---pNn

2 (1+1-06/S"r[>*- 2 (cOrs+co N (/y-ra),

i=0 s=|

£=p+l, p+2---na.0K,
MocTtanvme /M co oBue n-penayyy nc
pobusame no pasgenyBawe €O ( r), = +2, eee

n—p—1
%50 (n+1-0 EFlB'nl‘{YpPI k=2 (@F+C) M (re-r

(&=</?+2, p+3, **en a=p+2, 3,... /), a,

MpopomkaBajkn Taka, fobueame

i Ir-1, kK

é:o(;wl -oapj —"-1*—&21

K~n\ a=//; a7k
Wi 3uMajkn Bo npeasug (2. 9) vmame
(2. 10 («+ D)&-CO »

6. [a ro sememe cnydajot/'=1 T.e /=*:(*). Ondepen-
UnjanHata paBeHKa (2. 4) ro uma 06AUKOT

(2. 11) y"+ (ax+R)y + (Ax2+ Bx+C) y -0.

* WHTerpaumoHaTa KOHCTaHTa ja 3MMaMe 3a Hyna.
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Opa (2. 8) ja nmame cucTemaTa paBeHKU
-a+ +c0=Q

cl-R-aal+hbl+coal=0,

!
(2. 12) (s - K+2 aKe-+

R4+ RFO 'RBA+ M+i~Q
- N+ O=Q

(2. 12) (n~k +2) 6*~Lt+cthc+cO - Aak+l - Bak- Cak- X- Q.

b1+ BN -0

3a onpefenyBare Ha 25+5 HenosHaTy napametpu ai, bj,ck u 1,
BO 3aBWCHOCT 0f, KOHCTaHTMTe a, B, A B, C. Kako nak A
npeTcTaByBa NpupogeH 6poj, penaumjata WTO o Onpefenysa,
npeTcTaByBa 6apaHMOT KpUTEpUyM 3a pPefyKTMOWIHOCT Ha pa-
BeHKaTa (2. 11).

Op paBeHkute (2. 12) n (2.42") pobusame

2 =aty/2- 4A,

cn=a- hn on a3+ H@ - 260

n-K +(F|-K)(I'I-K+1)

(A+ D)ifcHl = 7\ MK a-2b0 &>

_ .. ak-2B
a_t—o, ao— 11 «l =4 82'4 A ]

bk =I:Oa|<%(;_|1 - (@-2i0 K+ 2) ii* 2j

(4=1,2, eson+1).



28 Bnaroj C. Monos
MpupogHWoOT 6po] N, onpedeneH e of penaunjata
(2. 14 (aB-2 Bf+ (a24 NC-2ccR)-+22«+ 1)

Toa e NaK Kako LWITO peKkoBme, 6apaHWOT KpuUTepuym 3a pe-
AYKTMOWUNHOCT Ha AudepeHunjanHata paseHka (2. 11), wTo BO
0BOj Cny4yaj MOXe [a Ce MuLle Kako

a+1

D + (cOx+Cj) aixn~ID +2* Y -o.
r=0

Mo TakoOB HauMH ro MMame CNefHWOT pe3ynTar:

MoTpebeH n [JOBOMEH YCNOB 3a fa buae
paseHka (2. 11) WpenauwaTa (2. 14) KOH-
CTaHTUTea, s, A BucC UNpMPOAHNOT 6poj N Ja e 3a

7. Tpumep.— 3a audepeHuujanHaTa paBeHKaTa
(2. 15) y'+ @Bx+2)/ +(2*2+3*+¢)j =0,
nvmave cnpema (2. 14)
c=3+mm c=2-
Bo npBuoT cnyyaj c=3+4, umave
kak= -{n-«H) (ti-«+2) —
bk =2ak +ak-.1-(n-k+ 2)akt

0[], Kaje e*
02, co'1; ¢, —3,

»*x - (- DA<2A-2)IT (2'dh oil+t-0,

(b«-(-D*2i-3)I1 (2%-2) (,,-r*+1] (C-*+1)IW ,-«»-
Bo BTOpUMOT cnyyaj c=2- n,

* CumbosioT !'! o03HayyBa MpownsBos Off MapHW PeCreKTUBHO HemnapHu
npupogHu 6pojesu. HNp, 2/r!t =2/r (2/r- 2) (2/r-4)... 4. 2.
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K ak= (- k1) (N- K+2)
bk = akt+ ak-i a 2
04 Kaje e*
b 13-0~2, (1,
aZ*=(2A- 1)U.(2A), «2*+i=Q
62%=(2E-3)1 N RO - 24+ 2) (/?].74A4—1) N9 W

3a A4=3 M vmave pecrnekTUBHO CUCTEMUTE
(2. 16) (a8+3m [ + (ne+.48+3x-3)j;=2)
Z’+(2x+1)p=Q

n
(2. 17) (x3 -3x)y'+ (2 x*+ r 9 x2-3 X

+( ) —9
no6ueHn of (2. 13), i WITO ONWTW WHTErpann ce AafleHu co

y exp {2 +x]-= (xS  +3x)+C2(n8+3x)|(J1-3"
"

y exp (x& x)=Cj (8 3n)+ C2(r*- 3x) [(x3-3 exp

EnMMuHaupjata Ha KOHCTaHTUTe n C2opf 0BUE MHTerpau
OflHOCHO Ha MomoLlLHaTa yHKLMja o cuctemute (2. 16) u
(2. 17) He BOAM LO AnepeHUUjasIHATE PaBEHKU

y"+ (Bx+2y'+(2x2+ 3x - Dy =0
y"+(3 X+2)y'+ (2
lUTO MOXaT fa ce fgobwjat m HanpaBo of (2. 15) 3a g=3.

* JlecHO ce ycTaHOBYBa feKa MO/IMHOMOT CO KOG(bMuMEHTM npeT-
cTaByBa Hermite-oB NonnHoMm.
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8. [la nocmaTtpame HeKoj crieupjasiHvi CrydaeBu.
M. Ako e
25 =ah,
Ke vvame of (2. 14), 3a KpUTepuymoT Ha pefyKTUOWUIHOCT
4c-2a-R=%x2(2 n4) (a2- 4 A'K
Op (2. 13) saknyyyBame geka e

ax=0 wm

a)a, =0. Bo Toj criyyaj napamverpuTte Ce AafieHn
PECMEKTVIBHO CO

2 W=a+\la24 A c0=a-b0> P

_2"7
_(n-k +\)(n-Kk+2) 0 ,
K(a-2b0) 2 1-0, 0 *
b= - 260 [(A+/r+ )V te] -2+ i)

[ndepeHumjanHata paBeHKa € o4 061K
y" + (aAr+B)/+ jan:2+ ~ x+c]j; =0.
6) a- 260=0. MapameTpuTe ait bj, cCK ce AageHn co

2c0=a, 2CH B, b -0, j=1,2, eeefi—,
OndepeHumjanHaTa paBeHKa

M+ (a X+ B +E(@x+R)2+2a] =0.

MMA KOHJYrpaHn peLLeHnja

N «enrp( -T-uz MZ/,I'I - XyV
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2°. Ako e a2-4A =0, kako rnegame og (2. 14) cekora e u
aR-2R =0. Cny4yajoT € 04YeBMAHO CBOA/IMB Ha MPeTX0AHMOT

nog,

3 AKO Bo (2.4) 3ememe /'=/2 ja pobuBame paBeHKaTa*

(2. 18) X2y"'+ (Bx- a)xy" + (A- Cx2y
MpeHTuTeTnTe (2. 8), WUTO BO 0OBOj C/y4yaj ce

(bO+ cO+n- a)/m2+ {bt+ alcO+cl+(n- 1-a)cl-3)/s+1l+-*

(b0cO+ (n- \)b0-A ) fr2+ (h1cO+b0cl+ nbl-Aal-B)fntl+ees

+ oot (bn+i ans 0
HA TO fJaBaaT C/efHMOT CUCTEM pPaBeHKMU

(ct- B) +(n - K+ cO
(2. 19)

cxbi- Xx+(n-K +1+c0) bk- Aak- Bak 1-C ak-.2=0,

(k-=0,1,2, mmn+1),
Kon 3aefHo co (2. 10) HM cnyXaT 3a onpefeslyBane NpPon3BO/I-
HWUTE MapameTpu ak, bx, CK M NpMPOAHMOT 6p
on A, B, enimi
Ke vmave
2 bO=(a+ 1)+ V(a+1)2-4A,

cO0=a- b0- n,c1=~ [ BR+ci(a-2/»0j.
(2 20)

(a-2 bYA- 9) _ . VIR2- 4¢
A= 1y 1y(280-a +4) o1ge 0= D BI=HZ ",

i =2 2~ @-2/Y +@r|T< “h)acll
R0, 1)

MpupogHMoT 6poj N, onpefesnieH e co penauujarta

* VIHTerpayuoHaTa KOHCTaHTa ja 3umMame fJa e Hyna.
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(2. 21) 2B - all=yB2- 4C [2 fz+ 1+ V(oc+ 1)2- 4 n ],

LUTO MpeTcTaByBa ¥ 6apaHMOT KPUTEPUEM 3a WHTErpabuIHoCT
OIHOCHO pefyKTUOUNHOCT Ha AndepeHUMjanHaTa paBeHKa (2.18).

AvdepeHumjanHata paseHka (2. 18) cBog/iMBa e BO TOj
CNy4aj Ha CUCTEMOT JIMHEApPHN PaBEHKM

-~ T HT? e 2 +{P"
(2. 22)

*'+

Mo TakOB HauuH FO MMaMme CMefHWUOT pe3ynTaT:

MoTpebeH H [OBOMEH YCNOB paBeHKa
(2.18) 3a pa 6buge pedykTubunHae, ycnosoT (2. 21)
3a/l0BOMEH. N NpeTCcTasyBa NpPUPoLeH 6poj.

100 [Oo ucTvoT pesynTaT ce fjoara, ako HamopegHo CO
AVdepeHLMjanHaTa paBeHKa

(2. 23) X" +(a X+R)xy + (Ax2+ B
ce nocmarpa CUCTEMOT
X Py '+ P2 >= Xn,+® 3n:

pobveH of (2.22) co cMeHaTa Xz =U, Kage wWTO ce PF pec-
MEKTVBHO MOJIMHOMUTE

n+1

o0 - ®121=1) Gia= =0, b2, 1

3a onpefenyBarbe NapamMeTpuTe LWI* ja VMMame cucTemarta
(n- K+ 2) O2E_24 QB/r+l 2™ 2+ g+ o~ *L - acug,/N
~RA262~0

(/2 —~ + 2) Chl /e>_2 + W 3/2-j-j[ "On/r—2 4~ i ~Ugj/z * I ~ -BA2i/c~2

- Q" 3=0
(8=1,2,...1i+2).
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YenoBoT 3a pPeAyKTUOUSIHOCT Ha paBeHkata (2. 23) ire
6nge cnpema (2. 21)

(2. 24) 2 B-al=% +1- V(B-1)2~4C).
11. 3a gudepeHupmjanHaTa paseHKa
(2. 25) x2y" +{3x+2) xy'v)y =Q

ro vMame C/efHNOT YC/IOB 3a PeAyKTUOUIHOCT

v=-n(n+1).

MapameTtpuTe ak, bk ck @

B0= ~(n+ 1), cO 1,

actl= (k-2n)(k+1) ab W =1,

: (n-K

K NK~1 K(2n-

1 2 mm/2+]).
Hnp. 3a n=2, vmamve crpema (2. 21), 31MajKu
NPeTXoAHNTe  hopMy/n
/1 1 1\, 85 1\
r'+ (-J+2)r_o°

04 Koja cucTeMa Mo eMMMHaUMja Ha rMomoluHaTa qyHKumja z,
NIeCHO Ce yBepyBaMme [eKa ja aobuBame AudiepeHuujanHaTa pa-
BeHKa (2. 25) 3a v= - 6.

12. CreupjanHm cryyan.

a) 2B =aR. Ke nmame

2-4C =0 wwm 2n+1+ y/(a+ 1)2-4 1 =0,
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b) 32-4C =0. OndepeHumjanHaTta paBeHka (2. 18), cBoj-
/IMBa € Ha CUCTEMOT paBeHKU

0 4/1=(a+1)2-(2a+1)2 [AudepeHumjanHaTa paBeHKa

x2y"+ (Pn:-a) + azfix+Cx2 Y=0,

cekora e pegyKTubuiHa Ha cuctem (2. 22) Kage LUTO Koedu-
UMEHTUTe Ce dafeHu Co

1-.

. - n)VR2-4C
aK+':i{(KK+T%{2n +K) K

BT\/R2-4C a
JOLALL L nLJ

Co-y, (g=y (BRTVB"-4C).

(N=0.12 ...n).
2°.
J (A-n)VR2-4C
B*+1 =+ (yt+1)(2n + 2-yfe)B*’ Ro=1,

[BRTvr4Cly +[y +t«+A+2] a*+l, A,-y 1,

0=y - 2(fi+1), Cj=y[B+ VR2- 4C],

(K=4091, 2, *=e /).
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13. 3a f'=f, paBeHkata (2.4) e of 06/1MK*.
(2. 26) y" + (aex+R)y' + (A

M coofBeTHaTa CUCTeMa 3a OnpefeslyBake MapameTpute ah
M CK nobueHa op (2. 8) e

(n- k+ 1+ cF R) ak*t + (cO-

Ank+ Brie—=+ Cnk2+
(K01 2 *. B+1).

Of Tyka gobvBame, 3vmaacuy ja npeasug penaupjata (2. 10)

2b0=a*\Ja2- AA,

c0=a- b= " [RR+ajCa-2"Q] -y -

(2.21, (<+ )«**-
0= 1 = ,qiay_/BZZ- 4C
bk= o*+ 260 - «2+2 Kk g;t(—(i

(&=0,1, ***a-H).

3a onpegenyBakbe Ha NPUPOAHMOT 6poj N ja MMamve pena-
unjata

(2.28) aBR-2R +a=+\a2-41 [2p +1- VR2-4c],

04, Kafle ro 3ak/byyyBame C/IeLHUOT pe3ynTar:
MoTpebeH 1 AOBOMEH Yy CNOB paBeHKaTa (2. 26) 3a fa buae

pegykTubunHa e koeuuveHwuTe A B, C a B gaja
BaaT penaymjallla (2. 28). n npeTclliasysa npupodeH 6poj.

] * [pon3BoNHAaTa MHTErpaLyoHa KOHCTaHTa ja 3uMaMe Hy/a, LUTO He
ja HamanyBa OMLITHOCTA Ha pasrnefaHnoT BOMPOC.
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OungepeHumjanHata paBeHka (2. 26) BO TOj Cnyyaj MoXKe
fa ce nvwe BO 06/MKOT

1 n
D+ " ckexp{\-K)x ~ iiexp( - i)XD
0]

a 1
+2 bjexp{n+1-Nx0,
/=0

Kage wTo ait bj n ck ce mapameTpbl MO rope OMNpPeAeNeHbl.
14, Ako ja nocmarpame paBeHKaTa
(2. 29) y" + (aekx4R)y' + (Je2**+ Bekx+ C) y - 0,

Kafle WTO K e MpObI3BO/IHA KOHCTaHTa, JIeCHO Ce YCTaHOBYBa
fleka CO CMeHaTa KX=rI, Taa ro go6bmea 061nkoT (2.26).

OnwTMOT YCNOB Ha PefyKTMOUNHOCT Ha OBaa paBeHKa
(2. 29) tfe Gupe

(2.30) a$-2B +ka= +\I"FA7 Ak(2n+\)-y{p"4E\ ;
Hnp. 3a paBeHKaTa
erxy” +(aex+ dexy + +Bex C)y =o,
ro ¥Mave yCNoBOT 3a PeayKTUGUIHOCT
2R-aB +RB=+v"32_4cjr2ff+l-vra2'~4/1]
WITO MpeTCTaByBa CrMOpej Harnpes PevyeHOTO U YCMOB 3a MHTe-

rpabuaHocT.

15. JlecHo ce ycTaHOBYBa fJeKa HeKOW Mo3HaTWu YC/0BM 3a
WMHTEerpabunHocT Ha AudepeHunjanHaTa paBeHKa (2. 26) 0AHOCHO
(2. 29) ww Ha cneuujanHM cnyvaum Of HWB, MNpPOM3ferysaar of
ycnosoT (2. 30) mageH oj Hac.

Taka Hnp. ycnosute

A= -p(a +p). B= ~na+Lb+2pp+p) C= -q{$xq)}

Kafje WTOo ce pu (POW3BOSIHN KOHCTaHTW, AafeHN 04
ierld sa pgudepeHuymnjanmaTa paBeHka (2.26) ce cneuunaneH
cfyuaj op (2. 28) 3a n=0, BO Koe Ce yBepyBame |

uMja Ha p w q.
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16. [a ja 3ememe (hyHKUMWjaTa / Taka ga e
['=12+1
OndepeHunjannata paBeHka* (2. 4) e
(2. 31) Y'+(@rg:+3)/ +( n C)/ =0.

M M UMaMe CNefHUTe paBeHKWM 3a OrMpeaenyBate MapaMeTpuTe
ai, bj n ck Bo dyHkumn og A, B, C, a, B

(ﬂ- k+ 2) p*_2+ (c* - R)ak-x+(n-k +c0-a)ak+bk=0,

Cak a+ A0*-! 4 Tii*+ (/- 9 - 3)bi-1- ctbk-t+(K-n -\ - cO bk=Q
e~ Q 1,2, sse /241, [242).
Toa opepenyBawe CTaHyBa MO aHalOreH MaT Kako BO

NPeTXoaHUTe npuMepw, 3umajkn ja Bo npeasua penauumjata (2.10).
Taka vmawme

2 BO=a+ 1+ ~(a+ 1)2- 4 A
~@C~ ti —bo, Q2" £aBR4 Bj (a —=2£0j*
{n-k)ak+(n-k +2)ak-i -— 2 1)(a

(2.32) - (7-k42)(220- a4 2K- 1)+ (a- 2£04 K)

4 (a-2b0alL-{a-2bo- 1)(2ii2- 7) a*-i

-(8-Ka3)(a- Ka2in*_3

= (ag - 2B)n
1 (a-2B)(a- 2B0-2
- i~
bK~ AR- iix(a-249) 20 (a- K2)4 (po+ axk,

* MHTerpaumoHata KOHCTaHTa ja 3MMame HyJsa.
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Penayujata 3a onpefenyeawe Ha NPUPOAHMOT 6pOj M LWITO
ro NpeTcTaByBa BO CAWUTHOCT KPUTEPUYMOT 3a peAyKTUOUIHOCT €
(2.33) 4C-B2+ (aB-2 Bf 4/r(p—1
(2/r+1xyl/(cc+1)2-4N)2 T+\(a+1)241.

-2 (a+ DxV@+0D2-4n -4 2xyla+1)2- 41 (21h2- «).

Kage WwTo 2 e onpeaeneHo of (2. 32).
Mo TakoB HauyvH 3aK/by4vyBaMe:

MoTpebeH 1 [OBOMEH YCNOB 3a fAa 6uae
paBeHKa @) peaykTnbunHa e KoHcTaHTuTe A, B, C a, 8

fa ja 3efoBonyeaaT penauwaTa (2. 33).

17. Co YCNOXHYBaHbeTO Ha M3pa3oT 3a /, eKCINLUTHOTO
onpefenysatbe Ha napameTpute a-, bj u ck ce ycnoxHysa, HO
ce M3BefyBa MO MCTMOT HauMH M He NpeTCTaByBa TeLIKOTHja.

[a ro 3ememe cnyvajoT n-3.
YCnoBoT 3a peAyKTUOGWUMHOCT Torall e

4 C- R2+ - fel . 7-2 )
7E\(at 1y2- ams (@ D V@+1)2-47

=24+ 12(1 £ \i(a + 1)2- 411).

OundepeHunjanHata paBeHka (2. 31)j<e 6uge cBoanvea Ha
CUCTEMOT pPaBeHKM
altg3x +altg2x +a2tgx+ as)y'
+ (b0 tg*X+ by tg3x+b2tg2X + b3tgx+by)y = z' + (cOtg x+c)

Kage wTo napametpuTe ai} bh ck (/=0, 1, 2, 3,/=0, 1 2, 3,4,
/=0, 1) ce gafeHn co

270=(a+1ljtyl(a+l)2-41N,

c0=a-b0-3 g=— 3 R+«i(«-22) ,

b 3(aB -2 B,
«“= (a- 2£0(a-2b0- 6)
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ajta- 2b0 +9
°2~ 3(@-2 -1’
at affa- 14 B9 6)- 2a*8(a - 2
as_ 9(a- 2B- 2)

A-y [3R-B1(a-2A0J + R1A0+I),

£*=y ~3R-al(a-2A0J +R2(€0+2)-3,

k3=~ |3 B- Rt(a-2 ho) +a3(E0+3) - 2iiu

=y £30- at(a-200 a2

18. 3a AudepeHumjanHaTa paBeHKald)

4y"+4 y - (5 =0,
Haorame of (2. 33)
a1l —n)=0.
PaBeHkaTa tfe 6uge cBogamBa Ha cucTeMuTe

a) at-Q

y'-\tgxy =z,
'+ 2 toD.
b) n-h
(tgx+ DY -y (tg2xxi 1jjl =z,

*+ |y [&*%/) 4-0.
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19. Bo oBaa Touka Ke [jajeme BP3 OCHOBa Ha M3BEAEHOTO
norope 3a paBeHkata (2. 31) efHO MO OMWTO pelleHne 3a Au-
(hepeHuUMjanHaTa paBeHKa

(2. 34) y"+atgXy' +by =Q

o4 Toa gageHo o Halm 19,
Og (2. 32) nmame

B0=0 wwm =0
. B0=Q
Bo T0j cnyuaj e
axa{a- 2n)=Q
n mame
a0=a-n,
_ A n-1

b=(a-W 2a,-n)- 0 a?a

It- «1=0,

KpuTepnymoT 3a peayKTubusiHocT e
b={a-1)(2

a napametpuTe ait bj un CKCe PEecrneKTUBHO onpefe.
(k+\)(a - k)ak+i +\"n-k +2)(2k-1-a) +{a-b-k) akx
- +3)(n- +2) 3

bk ==ka&k-(n -k + 2)ak- 2c0~a-n, ct=0,
(*=0,1,2,... [2+1).

y-a- 1

CucTemara paBeHKM Ha KOW e CBOA/IMBA, AW(epeHLmjanHaTa
paBeHKa (2. 34) e

lgx/+ "N T-"-*
Z'+(a- 1) z=0, =1-a.
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112« ft~2.

Cuctemara paBeHKUN e

b+2{a-X .
tg2x + 2(a{- 1)) I+ — j tgxy
'+ (B- 2)tgx O,
[>=2(2- a)].
n=3.

[vibepeHupmjanHaTa paBeHKa (2. 34) e cBof/1MBa Ha CUCTEMOT

E+3(B-1) . vy DH3{a+ )
tgkk+ 325(0(/:.1) fer 1+ 0 197X 2@-1 Y-
7+ B3
[b=3(a-3)].
L. a=2n.

KpuTepuyMoT 3a pefyKTUOWMIHOCT € 04 06/IMK
b= (2 n-J
a napametpute a*, dy, c* M onpefenysame 0f
Goy= ft,g BrY
2a* [(n- k)ak+(n -k +2)B* 2] —{2n- k)(k \)ak+x
- (n-k+2) - A3

+[(2£- 1)(2/z~ k+2)-aX-2n-k-n(2rt-1)-<6] a*

(A-0,2,... ).
lsa* A" 1*

OndepeHumjanHaTa paBeHKa (2.34) cBoA/iMBa € Ha CUCTEMOT
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(tg  B)Y +(W2- Dj; -z,
z' +(tgxzx /co) z =0,

(co2=/>4-1).
12 H—=2.

3a paBeHkarta (2. 34), ja umame cucTemaTta pPaBeHKU

3 2-4 —4
tg2xivitgx- \21] ’+|_r33;, s thi3)
z2'4-(2/£*£i>]) 2 =0,
[b+4=\2.

I BERAL  R42(RH2'F2R)ED

Bo 0BOj c/yyaj ro umame KpUTepUyMOT 3a PeayKTUGUIHOCT

b+ o af + (;ﬁrs)(z

MapameTpuTe aif bj u ¢* rm onpegenyeame pecrieKTMBHO CO

c0= - £n+ T) = [321-1%

Q.2
[ (n-xak+(n- k+2)B* 2 ——Ri=(A4-1)(R4-2- AR+l

- ER—AL2) (B4-1 428 —R 4 A42) —NAMA—Rj24-(R4-1) Bt—

+(a-A +2) (R -Ad3) R* 3
bK— 2 —[R*—24- R4 1 AR. (B Ab2) R
(A=0,1,2,... #¥1).
El,. R|—0.
KpnTepnymoT 3a peayKTUBUIHOCT €
2=(R4-1) - (34-3) (2R2- R).
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MapameTpuTe at> p ckeq onpegenenn co
c0= ~(n+ }, Ci-0,
fA+2+AE D +A—HE2)(A- +3)R*—g
=[(r- A+2)(6+ 1+2/M8- +1 +A)Jalc-u
hk=(a+ k+ \) ak- (ti - k+ 2)fl* 2|

(fc-0,1, 2,-e0«+!).
IHU. «= 1

OndepeHumjanHaTta paBeHKa (2. 34) MOXe fa ce MuLle Kako

2(@+2)

D-2 n (*D+(@+1)/E2* 5o, Y=0

[A=2(a+ 2)].
H2 a=2.

Bo o0Boj cnyyaj paBeHkaTa (2. 34) e

D-3 (VJr+-‘?’;'(gzs')l3 j D+ (fl+ 1)288*
BB
[A-3(e + 3)j.
18 /i=3

PaBeHkaTta (2. 34) e cBOA/IMBA Ha CUCTEM PaBeHKU U MOXe
fia ce nuLle Kako

(£- 41gXj {tg3,y+42(aH Y tgX)

4(e+D)-A 2 4fl+10- A

v 2 mXxX 20+3 ™70

[£ = 4(fl + 4)].
12 a—-=2(fi+ 1).

KpnTepnymoT 3a pefyKTMBUNHOCT €
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b+{2n - \at*+(2n+\) +(2

MapameTpuTe ati bj 1 onpegenysame of
24j [(n kyak+t{n-k+ P = +1)(2 ak+i

“(n-N+3)(n-A+2)B* + [2(n-1)012+ (n-A +2)(2/71-21-1)

bk=- % Nk 1+ {k- 2
CGg= —n+1), g=0J
(K-0,1,2,-.. n+1).
H1 n=0.

PaBeHKaTa (2. 34) ce nuwyBa BO O6GMNKOT

(P-/E*)(E) - - 0.
2 n=1.
PaBeHKaTa BO OBOj cfiy4yaj e

[d - (KT )] [(Mn:x /) D - (3/£2/T+3 i - )] j; =0,
(co2= b +4).
" oEN

AVNPEPEHUWMIANHN PABEHKW 4/ PELUEHWNJA
CE CNEUNIANTHUNTE ®YHKUNN

Bo oBoj gen Ke pasrnegame Hekoin paudepeHumjanHu pa-
BEHKM uMe LITO pellaBakbe BO OMWT C/yyaj Ce CBeAyBa CoO
crneunjaHA (PYHKUMM U KOW paBeHKM MpeTcTaByBaaT MapTUKY-
NapHU Ccny4aeBn Of NocmarpaHuTe Of, Hac BO MPeTXOAHWOT Aen
ONepeHUMjaiHN paBeHKW. Ke MOKaeMe [eka maTofarta fjajeHa
o4 MkTpuHoBMh MO TakoB HauMH MO3BONYBa fAa Ce HajaaT
CUTe MO3HaTU KPUTEPUYMW Ha WMHTerpabuniHoCT 3a OBMe Aude-

PEHLMjaNHN PaBEHKM.
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1. Bessel-oBaTa audepeHumjanHa paBeHkald)
31 X2y +Xy' + (x2- Ay =0,

Kafie WTO V e MpOM3BO/IHA KOHCTaHTa MpeTcTaByBa crelujaieH
cnyyaj oA paBeHkata (2. 23). EfHO pelleHne Ha oBaa paBeHKa
[JafeHo e CO UunuHgpuyHata gyHKumja

Jr ) N Ur(p+£+Dy

Of KpuUTepuymoT 3a PefyKTUOUNHOCT Ha AudepeHuujan-
HaTa paBeHKa (2. 23) nmame 3a paBeHkata (3. 1)

2v=2n+1 nN=0,+ 1,42, eee

BO KOj C/yyaj Kako LUTO € MO3HATO LMAUHAPUYHUTE  (DYHKLMN
ce cBeflyBaaT Ha e/leMeHTapHW 0 06/UKOT

OnwTmnoT mHTerpan Ha paseHkaTa (3. 10) e

Y~ OlYs#f3+ In—h>
(Cj, C2=const).

Besse 1-oBata AuepeHunjasiHa paBeHKa Ke MOXe BO TOj
*cnyyaj fa 6uge nuwysaHa BO 06AMKOT
(xD +xD Ig®a+ ®,) [xD + y =0,
Kafge WTO ce

Fr=v1x-y Tl =yl o

(3.2) ®2=xn ,
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n
G 3=*"2 (zi)*
=0

M Kafie WTO CMe YCBOMNE 3a CKpaTyBake cumb6oi0T Ha Hankel

n+-910 S 1, 1,2,3,..'

) MpumeTtyBame feka pyHKuMjaTa D2e noBp3aHa CO (YHKLM-
jJara HA Hankel HD npBa v BTOpa BpCTa CO pen:

2. Hermite-oBn paudepeHumnjanHn paBeHkn. — Toa ce
AnepeHUnjanHUTe paBeHKN1H

(3.3) y'  +xy+(n+1)y=0
"
(3.4) y" +xy' - ny =0

WTO MpeTcTaByBaaT NapTUKynapHW cny4vaesn of (2. 11). JlecHo

Ce NnpoBepyBa feka 3a 0BWE paBeHKW € MU3MNOJHET YCNoBoT (2. 14),

ma rMo Haorawe napameTpuTe a, ck,
M UMame PEecrneKkTVBHO CUCTEMUTE /IMHeapHW pPaBeHKM Ha Kou ce
ceegyBaat (3.3) u (3. )Y

Y +Herl(x) / Hen(x) y=
Kafje WwTo e
x
He,, (x)-(- D" ¢ 2

Y +Q(x)/ Nen(ix) y= 7,
Kage WTo €

Q(X) = - nrler x(ix).
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3. Weber-oBaTta gudepeHunjanHa paBeHKald)
(3.5) 4 Y'~(x2+ a)y,
(«=const).
e CBOA/IMBA Ha CMUCTeM paBeHKM Of NpB pef ako cnpema (2. 14) e
a=T2 @,
WTO MpeTcTaByBa MO3HATMOT YCNOB 3a WHTErpabunHoOCT Ha

OBaa paBeHKa. _ _
PaBeHkaTa (3.5) MOXe BO TOj CNydyaj [a Ce MULLE Kako

Hen®yR¥yz2zt- x z Q
Kage WwTO e

m-1"AD-r (S

4. Lap lace-oBa guepeHumjaiHa paBeHKa.

1° Bo cneyuwanHuot cnyyaj 3a /4=0, gudepeHumjanHata
paBeHka (2. 11) npetcTtaByBa Tun L aplace-oBa [AudepeHLm-
janHa paBeHKa 0ff 061uK

y" Hax+ B) y+(C)y=0,
(a B B, Cconst).

KputepnymoT 3a pefyKTMOMNHOCT Ha OBaa paBeHKa rte 6uae
B2+a2c- aRB=

Kage LWTO K npetcTaByBa L/l MO3UTUBEH WM HeraTueeH 6poj.
Toraj Taa MOXe fa Ce MuLle Kako

(xn+ ax't 1+eeet an y'+ (b0
z =0,
Kage WTO a- brcn ce pageHm co
(r+Par+= n-_ axa-+ (n-r) (((;-/-H) iir~u do~ 1>0] _OCB-ZB
ar-1 .
br= un («B- «ia) - ( « -r +Br—2'/z&0_ 0, cO

nnn
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, n-r (n-r)(:-r+1) O LB0=1L«i= cclR-2£

/r8+a,a - , -
AL (R-'r+2)a< 2>&=a. =0

br=aa,- +
(r-1,2,...a+1).
2°. Laplace-oBaTa AudepeHumjanHa paBeHKa
(3. 15) xy" +(ax+Ll)y +(Ax+B)y=0,
Ke 6uge pegyktnbunHa, ako cnpema (2. 21) e

2R-aR =+R(2«+1t yi{a+ 1)2-4

MapameTtpuTe at, bj, ck, Ha cuctemata paBeHkM (2. 22) Ha
Koj ce ceegyBa (3. 15) ce

R (K- n) ,
Wwl=~( A + 1 ) (2b0-a +kc a°~

bicH " g~ ak+(b0+k+ 1) &fcHi

cO=a-b0-n g=y (BRxR),

(fc=0, 1, »e 12
5. KoH(niyeHTHaTa xunepreomeTpucka
janHa paseHKuI)
(3.6) xy" +(b-x)y -ay-0,
(a, 6 =const),

nAa efleH MHTerpan o 061uK

y:”fjm’bx):ﬁzomn

(A),, = A(#A + 1)---(h + A - 1), (6)0= 1,

i, b, npeTcTaByBaaT NPOM3BOSIHN KOHCTaHTW.
Op (2. 21) ce pobuBaat ycnosute

£
yq:_'
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b-a~ti+ 1, wwm 1

3a peAyKTMOMNHOCT Ha OBaa paBeHKa, LWTO MpeTcTaByBaaT
Mo3HaTuTe YCNOBM 3a WHTErpabunHOCT Ha ucTaTa paBeHKa Co
efleMEHTapHN (YHKLUNW.

OundepeHymnjanHata paBeHKa BO Cnydaj 1) e
CBO/IMBA Ha CUCTEMOT JIMHEApHW PaBEeHKM

x~00~b (x) yx-"-1{n+\ -b) L§ D
(31)

Kage LWTO

ce Laguerre-oBu MNOAVHOMM.
6. Riccati-eBata audepeHumjanHa paBeHKald

(3. 8) y’ +by2=

@b T=const)
CO CMeHaTa

bVoa B2y o=dg= -2 -
ro no6uea,06nnKoT

AVANER S - abz

3a oBaa Mak paBeHKa ro ummame cnpema (2. 21) cnegHuoT
YCNOB 3a pefyKTUbUIHOCT

(3.9) T=-w, n-0,1,2,...

WTO MpeTcTaByBa MO3HATUOT YCMOB 3a WHTErpabuaHOCT Ha
ancepeHuMjanHaTa paBeHka (3. 8).

7. GOrtier nokaxysa Aeka AudepeHumjanHaTa paBeHKa

(3. 12 y"+ay' +(bex+c)y0
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CE'MHTEerpasibl CO LWMHAPUYHA PYHKUMK 0f 067mnkK Zv (2 yib,

Oa (2. 28) nmame nmak feka oBaa AuepeHLMjasHa paBeHKa Ke
ouae peaykTMbunHa na crnpema Toa M MHTerpabwnHa co ene-
MEHTapHU (YHKUUU aKko e

(3.13) R2-4c =(/z+yj

MapameTpuTe bj, Qg ce papgeHn co (2. 27) 3uMajkn ja
BO npeasug penaunjata (2. 10).

8. Darboux-oBaTa gudepeHumjanHa paBeHkad)

(3.14) Yos2*=[fl COS™X
(a, 6=const).

e napTukynapeH cnyyaj o (2. 31). Op (2. 33) ro po6uBame yc-
NOBOT 3a HejHaTa pPefyKTUOUIHOCT:

b= nm =1-
. b=n

OndepeHunjanHata paseHka (3. 14) e cBoA/MBa Ha CUCTEM
NIHeapH paBeHKM of 06nMKOT (2. 7) Kaje LWTO napameTpuTe
aK bK 1 CK ce onpefefieHn COOABETHO CO

n3n+ 1)-2k(k - 2)+a- 2
MK+ (N+1)(2 n+ll (A+1)2 + °ka

no= 1, ax=0
b+l =] 4K+ 1)akHl-(n- k+1

c0=-2n, cx0,
(£=0,1,2,... n).

2°. 6=1 -n.

MapameTpuTe Ha COOLBETHUTE NIMHEAPHU paBeHKU a*, B, CK
ce AafleHn co

_ n( n-1)-2 (k- 2n-k)-(a+1)  _'(n-k+2){I
Y+x~  ~1k+W,2n- 2-K) + (K~+1)(2n-K - 2) Uk~s
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ad=1. «i=o0

&+1 =(k+2pH 1)
d—, ¢i=g
(E=q1,2 f).

9. 3a xunepreomeTpmuckarta AudepeHUnjanHa paBeHKa

LetR Yy) s [X (x-1)D2+ [(a+8+ 1)a-y] D+aB]j=0, D= -

(a, B, y=npon3Bognm KOHCTaHTW)

CnefiejKu ro Hampes NnokaxaHnoT MeTof, ro MMamMe YCTaHOBEH0Z)
CNeHNOT pesynTar.

Ako efieH of 6poeBuTe @, B,y -a, Y- B € MOUTMBEH WK
geraTMBeH uen 6poj, AvdepeHUMjaHaTa paBeHKa € PeayKTu-
UnHa.

Bo T0j cnyyaj vmame

1. L(a,Ba- s %
xD +x(IgF(-n, 1-a,B-a+1,1 (x-1)D +

BRF(- n-oc, B-a+1,
F(- ni-a B-a+j. 1

2°. Lia,B, B+n+l)s
(x- D(D+(gF(n,B, B a+ 1, \Vx))") +a+\_]: xD +

F(-/z,B+1, R-a +1, 1X)
F(-n,B,B-a+\\jx)

3. LUMBy)s
x n(Md + HgF( -n, 1
1'y"§(/r'8)x xD-n \~/b. i -n'l Tg
F(-n1vy- n 1- R
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4°, L(n+LRB,y)s
(x-N(E>+—m(IgF(-n,X ~n-1.8 -4, Un-))H+1 XD+

Bx F(-ti-Lr-n-21R-1/ 1y
X -1 -n -1, B-n, /a)

fr e npupoaeH 6poj nF (a, B, r, X), XrunepreometTpuckara gyHKuuja

F@aRy,Yy)- V  («n (B)« X1

f! O)n
(a)a=a(ce+ 1)(a+2) e 1),
(a)B- 1.
IV O EN

PEAYKTUBWIHOCT HA IMHEAPHU AUPEPEHLINIANHUA
PABEHKWN Off T PE],

_ 1, Heka H/ e fgafeHa NMHeapHaTa XOMOreHa AugepeHLu-
janHa paBeHKa,

n

4. A(x, D)y =2 ®) O,a0(x) =1,
=0

UM LITO KOBULMEHTU Ce XONIOMOP(HN (MHKUMW MO  BO efeH
nHtepsan (a, R).

PekoBme, 3a fa 6uge oBaa paBeHKa pefyKTubuiHa, rno-
Tpe6HO 1 AOBOMIHO € Taa fJa MOXe Aa Ce Hanuilie BO 06/1MKOT

(4.2) A{x,D)y =B(x,D)C(x,D)y

Kage LWTO 36MpoOT Of peaoBeTe Ha ou e paBeH Ha
pefoT oh Ay =o0.

MeTogaTta yctaHOBeHa OAMUTPUHOBUK 3a hopmupare
KpUTEPUYMU Ha PefyKTUOMIHOCT Ha IMHeapHUTe AndepeHLmjanHm
paBeHKW, MOXe CO YCrex fa Ce MPUMeHVM W 3a paBeHKW of Mo-
BUCOK peg.

MHTerpaunjata Ha auvdepeHumjanHaTa paBeHKa BO TOj Cny-
Yae Cce CBeflyBa Ha TaKBW 0f MOHWU30K pef,
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2. [a npeanonoxume fgeka COOABETHWUOT AudepeHumjan-

HWOT onepaTop Ha fJajeHata AudepeHumjanHa paBeHka (4. 1)
MOXE fAa Ce pasnoXu Ha cumbonunyeH npomusson (4. 2), T. e.
MOXe f[a Ce Hajie CUCTEM JIMHeapHW pPaBeHKW

4.3) co + cty=z,

KOPECMOH/JEHTEH Ha iMHeapHaTta paseHka (4. 1). KoedhuuneHTute
d, bk ce cooaBeTHO 3rogHO wM36paHM QYHKUMKM, NO nNpupoaa
NUCTU Kako 1 (PyHKuuuTe at.

Mo ynopegyBate Ha (4. 1) n (4. 3) 3umajkn npeasug (1.8
rM fobuBame peCcrneKkTUBHO WAEHTUTETUTE

@+boCt +{n- 1) b0cOsO,

(4.4) - <D c0+b0C+ (n - \)boCT +{N 2 ~Jb0c0'+(n-2) bxcl=Q

0oL Kaje ce pobuBaat yc/noBuTe 3a pPeAyKTMOMIHOCT Ha pa-
BeHkata (4. 1).

OndepeHunjanHata paBeHka (4. 1) n npeaTta of, paBeHKUTe
(4. 3) nvaat efeH 3aefHUYKN WHTerpan

(4. 5)

3. OcobeH MWHTepec MefyToa MpeTcTaByBa C/y4ajoT, Au-

(hepeHUMjanHNOT NOMHOM

As A(x, D)y,

KOora MOXe [a Ce pasfioXu Ha N NMHeapHW CUMOOMIMYHM  (haK-
TOopW, T.e. Ha AudepeHuujanHata paseHka (4. 1) pa mMoxe fa
Ceé YUMHU COO[BETEH CUCTEM Of NVHeapHW AudepeHunjanHu pa-
BEHKM 0f 061nKOT (2. 2).

Bo TOj cnyyaj o4eBMAHO € feka AajeHaTa AudepeHuu-
jalHa paBeHKa e W WHTerpabwnHa, na f[oOWeHWTe YCNOBWU 3a
PeayKTUOUMIHOCT ce TakBU U 3a WHTerpabusHOCT Ha paBeHKaTa,
LUTO BO OMNWT C/yyaj He e BEPHO.

HaBnCTWHa, ako HU e [ajeHa NnHeapHata AudepeHuujanHa
paBeHKa

A(x,D)y=Q
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[a NpeanoXxuna feka NOCTOM COOABETHA CUCTEMA JIMHEAPHW
PaBeHKM

fkiy'k—i+ MK2.Yk—1—Ykt
air=q Yo=Y¥=1,2

Mo ynopeayBawe gobueame (1. 11). Bo npBuOT Aen of OBaa
paboTa HvWe M onpefenMBme Koe(UUUEHTUTE BO (PYHKLMM
of fikHo 6upgejkm HIM H1 e pageHa opaHanped AWdepeHUn-
janHaTa paBeHka (4. 1), HawaTa 3aja4a € fa ru onpegenuve
KoeuumneHtute /o BO (hyHKumMn of at. Merytoa oBaa 3afjava
Kako MOXWMe [a Ce yBepuMme BeKe CO AuMdepeHLmjasHa paBeHKa
Of, BTOPX pef HepelusvMBa €, BO OMLWT CAy4aj.

HaBucTnHa, fa npegnonoxvme fgeka puepeHuujanHara
paBeHKa

y"+p(x)y +q{x)y =0
MOXe Aa 6uae nuwaHa BO 0OGMKOT :
(D+8)(D +4)j>-0,
(S-SW, 4-yC*».

Mo ynopefyBatbe KOE(MULMEHTUTE HA OBME [ABE PaBEHKU
“Mame

p - 5 +g»
q=bn+tf,

OAHOCHO, peweHn no £ W 1) He BogaT A0 PukaTujeBata pa-
BEeHKa

M- if+np—g=o0.
4. Ako 3a paBeHkaTa (4. 1) npefgnonoxume feka Koeduuy-
eHTUTE aice pPecrnekTVMBHO MOSIMHOMKM, TOraj ycnosute (1.11) Hé

BOZaT 4O CWCTEMM anrebapckv paBeHKU He/MHEapHU,- KOULITO
O/ CBOja CTpaHa npeTcTaByBaaT GapaHWUTe YC/OBU 3a PeAYyKTU-
6UNHOCT. MeryToa pelleHNeTo ¥ Ha OBHEe CUCTeMU anre6apcku
paBeHKM He MpeTcTaByBa BO OMWT CAy4aj flecHa 3ajava.

5. Mpumvep. [a ja nocmartpame AuepeHLmjanHaTa paBeHKa

(4.6) f:o{z)p.iu*>-0, D-%,
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Kaje wWTO ce
1

(©=b =0 ()

MpesnonoXxume M [feKa COOABETHWMOT MOAMHOM e pas-
NOX/IMB Ha CUMOOAMYHM (haKTopU 0f 06K

(4.7)

cnpemMa pe4yeHOTO BO fden |, T. 8 Taa npuTexasa cuctemara
OCHOBHW WHTErpain

-R- I dX L e —— (y ......
YRR2 I J[ 4212 J Ok RK<
Kaje LTo ce

Rk(x) = ex dx, n=12..u.
(X) P, Hc n

3a AudepeHumjanHata paBeHka (4. 6) Ke UMame COO[BETHO
pv=(x-aWw
Ma cnpeMa TOBa MOXe fAa W ce fage u 06anMkoT
1

JJ [(je-cev))) fH@>+v-/2)]/ =0.

v=n
Cuctemata OCHOBHMW WHTErpan BO TOj Chy4aj e
0) co o0 — v,

YK=§*)"-"-1, VL

b a-da v= 1,2,00en.

yK={X-0)m~T~K k=\,2,- mmn
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Blagoj 5. Popov

FORMATION DES CRITERIUMS DE REDUCTIBIUTE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES AYANT
DES FORMES DONNEES A L’AVANCE

(Résumé)

Le présent travail a pour base I'analogie, constatée par les mathé-
maticiens depuis longtemps, entre les équations algébriques et différen-
tielles linéaires. Nous nous servirons de cette analogie pour former des
critériums de réductibilité de certaines classes d’é¢quations différentielles
linéaires, de formes données a l’avance.

Ce qui a attiré notre attention sur ce sujet c’est un procédé de
Mitrinovitch [2], dont nous tirerons un bon parti dans ce qui suivra.

Partant du fait que toute équation differentielle linéaire du second
ordre réductible est aussi intégrable, nous donnons des critériums d'inté-
grabilité les plus généraux des équations de formés considérées. Nous
complétons ainsi le plus possible les résultats déja connus relatifs aux
cas spéciaux de ces équations. On I'a d'ailleurs vérifié sur de nombreux
exemples que Pon trouve, avec leurs solutions, dans le livre bien connu
de Kamke — Differentialgleichungen — Ldsungsmethoden und Lésungen,
Bd. /, Leipzig, 1944.

Puis nous arrivons facilement aux critériums de réductibilité et,
par conséquent, aux critériums d'intégrabilité, sous leurs formes les plus
générales, des équations différentielles, dont les solutions sont des fon-*
ctions spéciales, telle que equations: de Bessel, hypergéométrique
confluente, de Her mite, de Laplace, hypergeometrlque ainsi que

d’autres équations.
Cest Frobenius [1] qui a le premier, introduit la notion de

réductibilité dans la théorie des équations différentielles et de la maniére

suivante. ) ) ) o o
Une équation différentielle linéaire, dont les coefficients sont des

fonctions uniformes de la variable X, dans une domaine déterminé, sera
dite irréductible si elle n’a pas d'intégrale commune avec une autre équa-
tion différentielle, d’ordre moindre, a coefficients du méme cartactere.
Dans le cas contraire I’équation sera dite réductible.

Toute équation linéaire du premier ordre est irréductible.

Quant aux équations différentielles linéaires, on connait le résultat

suivant: o ) ) ] ) )
La condition nécessaire et suffisante pour que I’équation

n

i-0
soit réductible est que L puisse s’écrire sous la forme
L(x, D)y=P (x,Q(x, D)y,

ou P et Q sont d’'opérateurs différentiels, dont la somme d'ordres est
égale a Il'ordre de I’opérateur L.

3. Le procédé de Mitrinovitch, cité précédemment, relatif a la
formation du critére de réductibilité des equatlons differentielles linéaires

revient a ceci.
Etant donnée I’équation différentielle
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I'I
0 2
k=0

on considere simultanément le systéme d'équations linéaires

)] ANd Y k-T+Pn2 Y-\ ~YK
(Yo=Y, Yn=0, A-1,2, me/1).
, Si le systeme (2) est correspondant pour I’¢quation (1), on aura
pour celle-ci un cas de réductibilité. Mais I’équation (1) sera aussi inté-

grable, dans ce cas la, ce qui est évident du systeme (2), auquel se réduit
cette équation.

4. Considérons I’équation différentielle
(3) y'+(*f+BR)S+(A/*+B/+C)jr-0,

ou f= fﬁx) est une fonction arbitraire, continue et différentiable dans un
intervalle déterminé, et a, 3, A, B, C des parametres arbitraires.
Cherchons les conditions auxquelles doivent satisfaire ces para-
meétres pour que l’6quation (3) soit réductible pour les différents cas de
la fonctions f.
Pour cela nous supposerons que I¢quation (3) est réductible.
D’apres ce qui vient d'étre dit, on peut I’éclire sous la forme

No (D+E£+*)(0+7)-"-°-
respectivement sous forme du systeme d’équations

(@D+y)y=,
©

(D+x) z=0.

O=p {/)"0, 4r=<\r(fletx=x(f), étant des fonctions arbitraires ayant
des propriétés signalées
Prenons pour ces fonctions les polynémes

n n
4>:?:0 " i:I‘Il(/_ > “1>
24
© =2 bjfn+
y=0
1

feO

di,bj,ck, étant les coefficients des polyndmes a déterminer.
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Par la comparaison des équations (3) et (4), on a les identités

HUAMX D" th(al+P)s Q #
o)

+X4'~ 04/ 2+ Bf +0),
ou, en tenan compte de (6),
(bo+cofn+i -{-("fcd fn+(b2+coaZNii)fn—xy *

+nfn~"f'+ alfn—2f'+ -*s+an~ \ f a/n+1- (a"i+8)/2ma/nf30.
& A AL +(N2 *0+&i M) R4+ («+1) bOf n f +
+nbJn-\f+ .. .+bnf-Afn+2~(Aal+3)fn+z+--+an C=0.

De ces identités, pour les différants fonctions /, on aura les syste-
mes d’équations dont on déterminera ies paramétres ai, bi, et a ainsi que
les conditions de réductibilité. Pour une fonction / quelconque cepandant
on aura, comme on le démontre* la relation

®) n{bt- cr)- ar[(n+1)b0~cd
5 Si de (3) on a I’équation
9 /' + (@X+ RB)Y + 04x2+Bx+ C)y=0.

Les identités (7) nous donnent le systtme de 2n+5 équation algébriques
suivant
(n-k+2) ak-2+nk~\ q - Ba/c1l-aak+bk+c0ak"O.
(n—~k+ 3) bk-2+ g fe- 1+ cObk- Jlak- Ate- 1- Cak-2=0,
(A£Q1,2.-/242,

pour déterminer les 2/z+4 paramétres ak, bk,ck, ainsi que le nombre natu-
rel n, fixant le degré des polyndmes utilisés, en fonctions de a, 3, A, B et C.
On trouve
2£0=a+ (a2—4 1y/2,

cO=ohQ cr= "[NRT N1(a2-4i4)12j

(n~k) (n-k+1)

M vy arti= " o

a-1 =’o1, Oj'fi al—28B

Br=60#*+  [nB-ax@ 260)- (fz-k+2) ak-2
(J1-1,2...9+12).

. * Ceci est avec detail développé dans le text macédoine de cette
étude. Voir le § 5 part Il.
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Le nombre naturel n est donné par la relation
(11)  (aB—2Z?)3-f(a2—4N1) (4 C—=2a—R)=+ 2 (2a-WN) (a2-~41)32

qui représente, en réalité, le critéium de réductibilit¢ de I’équation dif-
férentielle (9). )
On peut donc dire

Propositions 1 La condition nécessaire et suffisante pour que
I’6quation (9) soit réductible est qu’entre les constantes o« R, A Bet C il

existe la relation gll). . s
L'équation (9) ‘peut dans ce cas la, se mettre sous la forme (4) ou

les ak, bk, ck sont déterminés par_§10). )
Exemple. Pour I’¢quation différentielle

y " +@XQ y-H22|-Bx+o)j*—a
on a, en vertu de (11),
C=3+/z ou C=2-/z.

a) C=*3+/z, les paramétrés ak, bk, ck sont

bo—2, c0—, cl=1.

B2*=(-1)*(2A-2)n(2’);

b) C=2-n,
*1» 002 J=1,
axk+!-0,
@=(24 B (i 2) a-2%+2H0  aAE1> Gbri=a*

2A1=24.6-..21
6. Pour on a I’équation
(12 X "+Now*-«) AY +(Cn2-Bx+/1)/=0.

Les parametres ai, bi,a sont détermines par les systeme d’équations
algébriques
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(cx—a) ak-i+(n~k+c0-a) dk+bk-0,
(18) clbk- i+ (n- k-f1+cQ) bk- Ank- Bcik-i- Ccik-2=0,
(*«0, 1,2,.../2+1),
c'est-a-dire, en ayant égard a (8),

260=(a+1)x[(<x+1)2-4N17,

c0=a —h0—gj= Yn "R +ai(a_20u)]>

_ (9-2 bg)(s-n)
as rl“ n(s+1)(200-a+s) 1 s’

a’~hRl_+ a—2060 °
&sH—" [BR—(ce—260)+(6,,+s+1)as-fl,
(s=Q 1,-/?).

Le critérium de réductibilité de I’équation (12) cherché s’obtient du
systeme (18) sous forme de la relation

(14) 2B-aB =+ 2-4c[2n+1+\/(a+1)2-4N7J,

d’ou
_ Proposition il. La conditions nécessaire et suffisante pour que

I'équation (12) soit réductible est que les constantss a, p, A, B et c soient
liées par la relation (14). )

Il est évident qu’alors I'équation peut se mettre sous la forme (4)
sous laquelle elle s’intégre directement.

Exemple. Pour I’équation différentielle

x2 I3 x+2)xy+2X+8x+Vv)y =0,
on aura
= -n(n-b 1).

Les parametres ag bs, cs sont donnés par

s~n
++r Rs3 a0—1,
(5-2/2) (5+1)
(n-s+1)2
bs 1 s(2/z-s+1) @ L BO~-(n+1)
=2

5=0,1,2,...p+t1).
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7. Sion prend /=<?*, on a de (3), I’6quation différentielle de la forme
(15) j"+ (aex +R)/+(Ae2x+B

Le systeme d’¢quations algébriques pour la déteimination des paia-
metres as, bs,cs est

(n— S+1 + Cj—RB)Rs~Il+ (co~ a) +
Aas+ Bay- 1+Cas- + cabs+(cl-ti+s-2)bs-i=Q,
(s-Q 1, 2 **A+2

d’ou I'on a
r2n-s _, s(s-a) 1,
(s+1) «s+i- [~2)F 61+ 1TT«2-41)1) ¢
/1%(]32—4C)V2
BB 1>03= +(0*-4/1)'A .
us= as+ [BBR * «i («3- 4/T\2- N +2n(s+1)] ~
200=a+(a2- 472
c, - cl- 1 [apx(® -4 0 ;/7 .]-",

(5=0, 1, meo«+!).
Le critérium de réductibilit¢ de cette équation est donné par

(16) ap-2S+a=+ (a2-4M)72 j”"2n+1-(R&4C)72
de sorte quon a la

Proposition 111 La condition nécessaire et suffisante pour que
I’équation ' (15) soit réductible est qu’entre les paramétres a, R,
on ait Larelation (16).

Exemple. Pour I’¢quation différentielle

ed"+ (aex Bx Yy HAerBex + Qy =

nous avons .
2B- all+ R= +(B2-4C) £2/z+ 1—(a2—4 )71,

ce qui répresente le critérium de réductibilité de I’6quation en question.
Elle peut étre mise, dans ce cas, sous la forme (4).

Ou remarque que, au moyen d'une substitution exp (-*/2),
z =exp X, I’équation (15) ramene a une équation de forme (12).

8. Si f=tgx, on aura I'équation différentielle de la forme

(17) y'+(a tgx+R)/+ (Atg2x Btgx+
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H Le systeme d‘équations pour la détermination des constantes ai,
i, a est

(n- s+2) as_2+ (ct- p) 68 i+(«- s+c0- a) - 0,
Cas~2~rBas~i-H1#8+ («—z—B) &— #B
(s=0, 1,2,... Ir+2).
D’ou I'on a
260=a+1 £ [(a+1)2-4nJIr
c0=a-n-b0Q c,=" [nR+a”a~260j,
£(B-s) as+ («-s+2)es_2J(x-2 a”n (s+1)(a-2 a%b

—£R (R-s+2) (260--a+2s—1)+R (a-2&0+s)+(B- 1)(a

- n2a,- Ja- 2

(@)3—2B)n
0l (a—2b0(a-2 60—27)°

- 6S= [Bp-Bl(a-2ag] ~ -(B-s+2)+(*0t«)B.,
(5=0,1,e0eR+1).
Le critérium de réductibilité est fourni par la relation

anor] (ccB-2(33 r 4g(a—1__ 1

18
e (23+1t>’(a+1)ﬂ-4f|)2|. ' 1+\/(«Y-1)a-4nd

=2 [<x+1)t\/(a-H)2-4n] -4 J2%\/(cc+1)2-4n] (2a2-B),

de sorte quon a la

) Proposition V. La condition necessaire et suffisante Bour que I'équa-
tion ﬁl?) soit réductible est qu'entre les paramétres a, p, A C on a ait
la relation (18).

Corollaire. — Les équations différentielles du second ordre, dont
les solutions sont de fonctions spéciales, peuvent étre traitées comme
des cas spéciaux des équations considérées précédemment. Par consé-
quent on peut leur appliquer les résultats énoncés, et on aura ainsi leurs
critétriums de réductibilitt. On sera de méme conduit aux systemes
d’équations linéaires auxquelles elle se réduisent sous une forme explicite.

a) L'équation différentielle de Bessel [15]

&1'+* [+ (- 'BY=Q
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représente un cas spécial de I’¢quation (12), De (14) résulte le critérium
de réductibilité de cette équation

2v=*2n+1, fz=0,% 1,4 2,0, e
ce qui représente le cas connu d'intégrabilitt au moyen des fonctions

éleméntaires
Dans ce cas I’équation peut se mettre sous la forme [23]

(XD + xlg @2+ &%) [jc =0,
ol
° 1== _j_ iX—2n+]
2 9
1
® (x1)s [A+1/28]
2 «xi)s’
S0
P>=, 2 (£, , ™ (£ +?2£+1).
60
avec
{n+\ 2,51= [(2/r+1)2-P] [(2/*+1)2—32] w m(2/*+1)2-(25+ 1)*]
2§, «!

[[r+¥/2d=1. 5=1,2-..
b] Les équations différentielles d'Hermite [16]

y'+x/+(n+\)j?=0

satisfonta la condition (11), de sorte que lon a respectivement les
systéemes d'équations

iH_fie"+ (x) v=z

lienk z'
z2'+DIlg Hen(x)z=0,
et
y-n H3n—x(iX)
Hendix) y~Z
z2'+DIg Hen(ix) z+xz=0.
ou

/iglz (a) = (—1) ~x22 DN e—xXkK.

c) L'équation différentielle de Weber [14]
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4Y' = (&+a)y,

(a=const),

peut mise étre sous la forme (5) si, d'apres (11),

(2«+|).
On aura
Hen{x)y+ R{x)y”z,
27'~xz" 0.
ou
[2(*)« n+5 X'-

d) L’équation différentielle de Laplace.

1°. Si J1—0, I’équation différentielle (9) est du type de I’¢quation
différentielle de Laplace

I'+(ca+R)/+ (Bx+C)y=0,

(a, B B, et sont const),
Le critérium de réductibilité de cette équation sera

ZB-fa2C—a IB=sa§

s=0,+1,%£2,...

de sorte quelle peut étre écrite sous la forme (5), ou

(s+15 a3+1= D=5 gpase (A=3)_(3=8 D 551

, aR—2B

du—1, — —2—Iw~

*s=-8j (BBR- aia)- (- r+2) as- 2,

*O:Q
— _ «al—B
c0=a, q= «a
(5= 12 soerr\-1),
ou
(S-i’-') ast+!= n_'S an - (n_sz-g./.z.-.i_t_.:l.'.)_ a8.i’

@n i A aB—g B
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(5-1,2,... 1Z+1).

2°. Si C«0, I'équation différentielle (12) est aussi du type de Méqua-
tion de Laplace

xy'+ (Bx~a)/+ (Bx~A)y =0,
dont le critérium de réductibilité devient
2R-aB= +P(2n+1+\/(N-1)2-41).

Les parametres a8 b8, cs sont donnés par les relations

barhl~ #sH&a$H)tfsH-i>

(5=0,1» *een-f-1).
e) L'équation différentielle hypergéométrique confluente [17]
x/'+(b-x)/-ay=0,
(a,  Const),
sera de méme réductible sous les conditions connues
b—a-/2+1 ou a«/2+1,

dintégrabifité a I'aide des fonctions élémentaires.
Pour b—a=n-\-\ on aura

X 10n by~x n 1(n+\-b) Lnby**z,

ou sont de polyndmes de Lag lierre

k=0

g) L’¢quation différentielle de Darboux
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est un cas particulier de I'équation (17). De (18) on aura comme condi-
tion de réductibilité

b-*n ou b=>\~n.

1°. Pour b=n, les paramétres asibs,cs, sont donnés par

12 (3/2+1)-2 s(s—2)+a-2 (/l-s+2) (n-s+3)
+1* (s+1)(2n+1) as~r~ (s+1)(2n+s) 3
G=16~4
Ns+INfa+S+) #s+l—  A+1) ns—
c0~ —2n, c1»0,
(s=0, 1,2,...17).

2°. Pour b=1-n, les parametres as, bS)cst sont donnés par

12(12-1)-2(s-1)(2/1-s)-(a+1) . (/2-5+2)(/z~5+3)
$stle (s+1) @ n—2—4A) A1 (s+1)(2R—s—2) Rs 3

«w=1. «i* 0,
&ti=(st2-/2esti-(B-s+I) «s-I.
o =-]. Ci=q

(s=0,1,2,... 2.
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