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JEDNO KARAKTERISTIČNO SVOJSTVO 
KONAČNIH MNOŽINA

1. Pre no što formulišemo sam problem daćemo prethodno 
neka objašnjenja, navešćemo izvesne definicije i pomoćne 
stavove.

Množinu u kojoj je definisana relacija čija su karak
teristična svojstva dobro poznata, nazvaćemo uređenom, mno
žinom. Ako za svaka dva elementa i od važi bar jedna 
od relacija a<; b, bc, A je potpuno uređena množina.
Množina od jednog elementa takođe je potpuno uređena.

Definicija 1. Neka su a i elementi množine A,
množina [fö, a\A svih elemenata £ /3, za koje važi relacija 
a X b ,  naziva se segmentom množine i su krajnji 

elementi segmenta.
Definicija 2. Komadom množine A naziva se svaka pod

množina fl od -za koju iz relacija ç £ sleduje 
[a, ô]a çi B. Pravi komad je' komad od A koji j§ prava pod-
množina Od A.

Napominjemo da prava podmnožina od zadovoljava 
relacije A a  B a  A,pri čemu Л označava praznu množinu.
Takođe jasno je da je i segment n*eke množine njen komad.

Definicija 3. Dvostruko dobro uređena množina je uređena 
množina čiji svaki deo ima krajnje elemente.

Napominjemo da su krajnji elementi početni i završni 
elemenat. Početni (završni) elemenat uređene množine A je, kao 
što je poznato, elemenat a za koji iz relacije £ sleduje 
« x (ж <; u). Dvostruko dobro uređena množina je takođe 
potpuno uređena. Množina od jednog elementa je takođe dvo
struko dobro uređena množina.

Sada ćemo dokazati neke stavove.
Lema 1. Svaki komad dvostruko dobro uređene množine 

jeste segment te množine.
Stav je očevidan.
Lema 2. Neka. je S izvestan sistem komada potpuno ure

đene množine A,i BQ a  komad od A koji je jednovremeno
podmnožina svakog elementa od S. Tada je \ J X ~ X '  komad

X*S
od A za koji važi takođe relacija B  Q
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Dokaz. Dovoljno je dokazati da iz relacija

( 1) aex\
sleduje [a, ç: X ',odnosno da iz € [a, b]A sleduje х  6 X'. 
Najpre jasno je da za svako € zbog B Q X, imamo 
B Я Х ' .  Dalje'iz (1) i relacije U X = X ',  izlazi da postoje ko-

Л
madi X x 6 S i X s € Sza koje je

(2) a £ X ltb £ X z, 
a takođe
(3) B Ç X t ,  B Œ X 2.

Ako je c £ B,odnosno zbog (3)

(4) c e x 1}

parovi c, a i c, bodređuju (kao krajnji elementi) dva segmenta 
takva da svako х  6 [c, b]д pripada bar jednom od njih. Međutim 
kako je zbog (2) i (4) segment, određen elementima c i a, sa
držan u komadu X ltsegment određen sa c i sadržan u X 2) 
sleduje da je ili х 6 Х хili x £ X 2, a u svakom slučaju x ^ X r. 
Time je lema dokazana.

Lema3. Ako je svaki pravi komad potpuno uređene mno
žine A segment, onda je ona dvostruko dobro uređena. (Ovaj 
stav važi i za parcijalno uređene množine).

Lema 4. Za svaki segment В potpuno uređene množine A 
koja nije segment, postoji segment C od za koji je с  C. 

Dokazi ovih lema su jednostavni.
Napominjemo još da će nam ubuduće simbol P (A) ozna

čavati partitivnu množinu (množinu svih podmnožina) od A, a 
non p — negaciju propozicije p.

2. Sada ćemo formulisati problem.
Radi se о sledećim propozicijama:
Propozicija 1. Neprazna množina M je dvostruko dobro 

uređena. J ■
Propozicija II. Za potpuno uređenu množinu M iz uslova:
1. Postoji segment A od Mza koji važe relacije Л c  A сУИ 

i A ç  Лѓ, pri čemu je N  proizvoljna množina;
2. Za svaki segment В od M, za koji je Л c  c  Af i 

B ç  N, postoji segment C od M koji zadovoljava relacije c  C 
c ’M i C ç  N
— sleduje M c  N.

Propozicija II pretstavlja ustvari specijalan slučaj principa 
indukcije koji, kako ćemo pokazati, važi samo za dvostruko 
dobro uređene množine.
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Stav 1. P o p o z ic ije  I i II su ekvivalen tne .
D okaz. —  N eka je najp re  ta čn a  p ro p o z ic ija  I i n ek a  su 

zadovo ljen i uslovi p ro p o z ic ije  II, ali p re tp o s tav im o  da i pri 
to m e  nije  M c  TV već

(1) non (M ç  TV).

Iz uslova  1 p ro p o z ic ije  II sleduje ç  n  N =  a za tim , 
zb o g  Л c  A ,ta k o đ e  je

(2) . Л  c  D  ç  M , C  TV.

N ap o m en im o  p rvo  d a  je

(3) D r  M,

jer b i, d a  je D  = M, bilo  M c  TV, š lo  p ro ti v reči p re tp o s tav c i 
(1). D ak le  im am o

(4) D c  M, C  TV.

A ko je dalje S  s is tem  svih seg m en a ta  od  M  ko ji sad rže  kao  
p o d m n o ž in u  seg m en t A ,množina = p re ts tav lja  izve- 
s tan  p o ts istem  od  S  i, p rem a lem am a 2 i 1, Пл = je segm en t

o d  M.Kako  je uz to  za svako  \ A ç ,X  sleduje

(5) .. Л с  A C B .
* s  - '

P o š to  je S ' C P ( D ) im am o  U I ç U  X = D  o d n o sn o  C
ХеЅ'XbP(D)

Odavde i iz re lac ija  (4) i (5) im am o  Л „ с  с  В С  N. M e
đu tim  na osnovu  usluva 2 p ro p o z ic ije  II p o s to ji segm en t 
tak av  da je ' . - '

(6) BcCCM, CÇTV.

O davde sledu je  C C M [\ N =  D,zatim  a tak o đ e , p o š to  
je zbog  (5) i (6) AcCi C 6 S .Tako se d o b ija  da je C 6 S ' i

C c B ,š to  p ro tiv reč i p rvo j o d  re lac ija  (б). Z bog  ove p ro tiv red 
n o sti o sn o v n a  p re tp o stav k a  (1) je n eo d rž iv a . D ak le  p ro p o z ic ija  
II je p o s le d ic a  p ro p o z ic ije  I.

N eka je sad a  p ro p o z ic ija  II ta čn a  za  p o tp u n o  u ređenu  
m nožinu  Т И ^ Л , ali p re tp o s tav im o  d a  i pri to m e  M nije d v o 
s tru k o  d o b ro  u ređena m nožina. Z b o g  lem e 3 m o ra  p o sto ja ti 
b a r  jedan  pravi k o m a d  TV od  ТИ, k o ji n ije  segm ent. D ak le  im am o
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O davde sledu je  da p o s to ji segm errt A  za  koji je Л с Л С М ,  
А С  N,  tj. u slov  1 p ro p o z ic ije  II je ispunjen. D alje n ek a  je В  
seg m en t od  M  ko ji zad o v o ljav a  re lacije

M eđutim  p o š to  N  nije segm ent, na osnovu  lem e 4 p o sto ji s e g 
m ent C ta k a v  da je В c C C  N ,a zb o g  (7) im am o  i 
D akle  iz (8) sledu je  da p o sto ji seg m en t C  za koji v až e  re lac ije  
B c C ç M ,  C C  N,  š to  znači da je i u slov  2 p ro p o z ic ije  II 
zadovo ljen . O davde sleduje re la c ija  M  C  N,  š to  p ro ti vreči re la 
c iji , (7). D ak le  učin jena p re tp o stav k a  je n eo d rž iv a , iz čega  s le 
duje da je Mdv o stru k o  d o b ro  u ređena m n o žin a . N a ta j n ač in  
je d o k a z a n o  d a  iz p ro p o z ic ije  II sleduje p ro p o z ic ija  I, a tim e i 
ta č n o s t s tav a  1.

3. K ao  š to  je p o z n a to  im a  vrlo  ra z lič itih  d efin ic ija  k o 
načnih  m n ožina*  čija  je ekv ivalencija  d o k az an a  b ilo  sa  ili bez 
p o m o ć i ak s io m e  izbo ra . P o z n a ta  D e d e k i n d - o v a  d e fin ic ija  
g las i:

Definicija 4. M nožina A je konačna, a k o  za svako  o b o 
s tran o  jed n o zn a čn o  p reslikovan je  cp m nožine  A na sam u  sebe, 
važi re lac ija  cp (A) = A [cp (A) pre ts tav lja  m nožinu  on ih  e lem en ata
o d  A na k o je  su, pri p reslikavan ju  cp, p reslik an i svi e lem enti 
od  А].

E . Z e r m e l o * *  je p o k a z a o , oslan ja jući se  na ak s io m u  
izbora , da je o v a  defin ic ija  ekv iv a len tn a  defin ic iji:

Definicija 5. M nožina A je k o n ač n a  ako<®se m o že  d v o 
s tru k o  d o b ro  urediti.

Iz ove p rim edbe i p re thodn ih  iz lag an ja  sleduje da se za  
defin iciju  k o n ač n e  m n o žin e  m o že  uzeti i s ledeć i isk a z :

Definicija 6. M nožina A  je k o n ačn a  ak o  se  m o ž e  po tp u n o  
ured iti ta k o  da je za nju p ro p o z ic ija  II is tin ita .

* A. T a r s k i  Sur les ensembles finis. Fundamenta 
T. 6. 1925. Str. 45-95.

** E. Z e r m e l o ,  Sur les ensembles finis et le principe de l’induk- 
tion complète. Acta mathematica, T. 32 1909. Str. 185—193.

(8) л с  B c M ,  B ç N .
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Milan S. Popadić

A CHARACTERISTIC PROPERTY OF FINITE SETS 
(Summary)

We suppose that the notion of the ordered (partly ordered) set and 
one of the simply ordered set is known. In an ordered set A the aggre
gate of X satisfing a ^  x ^  b is called the segment [a, U]a of A. The 
section of an ordered set A is any subset of A, for which from the rela
tions а £ Д  h£ A follows [а, Ь~\а Q B. The section В of A , satisfying 
А с: В c j  (a — empty set) is called the proper section, It is clear that 
each segment of an ordered set A is a section of A. Finally by a double 
well-ordered set is meant an ordered, set each subset of which has the 
extreme elements (the „least" element and the „greatest" one).

The exactness of the following lemmas is obvious.
Lemma 1. Any section of a double well-ordered set is its segment 
Lemma-2. Let S is a class of sections of a simply ordered set A, 

and B ç  A a section o f  A contained in each element of S. The set U X = X'
xes

is a section o f A, satisfying В c  X'.
Lemma 3. If each proper section of a simply ordered set A is a 

segment than A is double well-ordered se t
Lemma 4. For each segment В of a simply ordered set A not being 

a segment there exists a segment C of A, satisfying В c  C.
By P(A) we shall denote the class of all the subsets of a set A  

and non p means the negation of * a proposition p.
2. We deal with the folloving two propositions:
Proposition I. The nonempty set M is doable well-ordered set. 
Proposition II. For any simply ordered set M and any aggregate N 

from  the conditions:
1. There is a segment A of M, satisfying the relations А-c A c  M 

and A ç N ;
2. For any segment В of M, satisfying A C B C M  and B Ç N ,  there 

exists a segment C o f  M, satisfying B c  C ç  M, C ç N
-  it follows M CN.

Theorem. The propositions I and II are equivalent 
Proof. First let the proposition I be true, and let the conditions 1 

and 2 of the proposition II be satisfied, but yet let us assume that is

(1) non (M ç  N).

From the condition 1 of the proposition II it follows A c  M f| N =D , and 
then since A c  A, we have

(2) A c  D c  M, . D c  N.

Moreover one has

(3) * D fzM .

Indeed if D = M, then M c iN  which contradichs our hypothesis (1). Thus 
we have

(4) D CM , D ç iV ,
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Now if 5  is a system of all the segments of M, containing the segment A, 
and S '^ S f] P  (D), then it follows from the lemmas 1 and 2 that \J X

xes
Is segment of M too. Since for each X £ S  is A e  X, one has

(5) Л c  A e  В

From S' e  P (D) we obtain U X  e  U X = D  and B C D .  Hence and from
X S S  ' XSP (D )

(4) and (5) one obtains Л с  В e  M, В ÇN.  But according to the con
dition 2 of the proposition If, there exists a segment C satisfying

(6) В е с  CM, C e  N. \

Then we have C çM f\N = * D , whence C gP (D ) and becanse of (5) and
(6) , A e  C and C£S.  Also we obtain CÇS' and C ç  B, which is contrary 
to the relation (6). Because of this contradiction the hypothesis (1) is 
false, hwence one obtains that the proposition II follows from .the 
proposition I.

Now let the proposition II be true for any simpy ordered set 
M A,..but yet let us assume that M is not a double well-ordered set. 
Because of lemma 3 there exists a proper section N  of M not being a 
segment. Thus we get

(7) .  A C i V c M .

Hence it follows that there exists a segment A of M, satisfying Л С Л сМ , 
A ÇN,  h e. the condition 1 of the proposition II is satisfied. If В is a 
segment of M satisfying

(8) л  c  B CM,  B c  N,

and since N  is not a segment, it follows from the lemma 4 that there 
exists a segment C satisfying B c  C C N  and, because of (7), С е м .  
Thus because of (8) there exists the segment C satisfying the relations B e e  
e M ,  С е м ,  i. e. the condition 2 of the proposition II is satisfied. Hence 
it follows M e  M, which contradicts the relation (7). Thus each section 
of M is a segment and, because of lemma 3, M is a double well-ordered 
se t  The proposition I implies the proposition II.

According to a result obtained by Ё. Z e r m e l o *  a set A is finit 
(in D e d e k i n d ' s  meaning) if and only if it can be double well-or
dered (this is proved by using the axiom of choice). Hence it is clear 
that one can for a definition of a finite set take the following proposition: 

Definition. A set is finite if  it may be simply ordered such that 
fo r  him holds the proposition II.

*  See the footnote ** in the original text.


