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Za drugi zbir se dobija

S S

0<2 (-i)m 6T< S+ 1.
0 0

Zamenjujuci ove izraze u (15), imamo

(16) K(X): -(kfl;)— «+o(s+1), 0<e<i,

S obzirom na (14) dobija se
. I I II-|.!: -~ :@& X-i00.
Posto prema (14) gokada x->o00, iz (16) izlazi
K(x)=-JYY x+ o Xlogx),J

Sto pretstavlja formulu (7). Na ovaj nacin je prva tacka teoreme
dokazana u potpunosti. Napomenimo samo da iz (7) neposredno
sleduje formula

X->o00,
koja izraZava da brojevi niza kacinjavaju
prirodnog niza, iii da ja njihova asimptotska gustina A/(A+1).
Ako je an nd clan niza (A),onda je prema posl

formuli

o A K{an ~ -f*Y ar>

Medutim prema definiciji K{x) sleduje /((«,,) =«. 1z poslednje
dve relacije dobija se

nn A~T) a->007?

Sto pretstavlja formulu (8),
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Najzad pre¢i ¢emo na dokaz poslednje tacke.
Stavimo x=n, gde je

a7 ti —Gor ke + NoQeh omi+

u formulu (6). Pre no §to izvrSimo smenu izraCunajmo koliko
JelU Dobija se

T B i+ O iclie menO:
Kako je
co Ci cm—i A h \ ok
KT
(poSto ci moze biti samo jedan od brojeva O, 1, 2, ... 1),
imamo
11 1
\ w \ =€h=k;nlt++ o
Stavljaju¢i m=0, I, 2, . . ., r, dobija se iz (6):
L (ji) G KR C2 eeet ceoet

-CX - Kkc2 - eee-KErCi eee-g'~lcr+

+C2 + eee+k|~-2C +mmm + kr~ac--

+(-1)'<: teee + (-]

+(-1Yecr.
Kada se izvrSi sabiranje sli€nih sabiraka, koeficijenat ¢lana koji
sadrZi ci bice

KK+ KL 2+ (oiy= k|+|l:+(\-\y KLLIl-(r+{1-\)1



Generalizacija jednog Karamatinog problema 1n

Prema torne je

=0 1=0
Odavde, s obzirom na (M), sleduje

e k
k{n" W n+ w (-1)*ch
10

§to je i trebalo dokazati.

M. S. Popadié

GENERALISATION OF A PROBLEM OF*J. KARAMATA
ON A KIND OF SEQUENCES

(Summary)

A generalisation is given of the problem proposed by J Kara-
mat a in the Bulletin de la Société des mathématiciens et physiciens de
la R. P. de Serbie [I, 3—4 (1949), p. 155—156].

Definition of the sequence (k), k being a natural number, let us
perform in the sequence of natural numbers the following permutation:
we put after the first term, namely after 1, the Mimes greater number,
then the next remained term of the sequence and after this number again
the Mimes greater one and so on. So we obtain for M3, for instance,
the following sequence, (K):

1,3 2,6 4, 120 5 15 7,21, 8 24, ...
In general we have
L,k 2....,k-1, (MD)*, MI, (MVk, ...
A sequence formed with all terms of odd rank of the last sequence, i. e.
123 ... ,MI MI,

is called the sequence (K.
It is easy to prove the following two lemmas:
Lemma 1 The general term of the sequence {k) is

a=(kl-ppM
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where
=12 3 ... ;p=), 2 , k=\; r=0, 12 ...

Lemma 2. The numbers I, p, r, are uniquely determined for every
term of the sequence (K).

Let K(x) denotes the number of all terms of the sequence (k) not
exceeding x. Then the following theorem can be proved:

Theorem. 1 For the number of terms of the sequence (k) we have:

n*"0m=1
@ K<>- 2 «"»"[€].
0
® K{x)= x+0(logx), X-+00. ’

2. If we denote by an the n-th term of the sequence (k), then we have

4 an —E—ri> n-> co.

S. Let n be a natural number written in the number system of k digits,

w * -2 *y '
1-0
where each ofthe letters ct (1=0.
numbers 0, 1, 2, ... k—\ ;then we have
© 156‘ w n+w H {~ncC

We are now going to show the main points of the proof.

From the lemmas 1 and 2 it follows at once that the number of
terms of the sequence (k), not exceeding X, is equal to the number of
system |, p, r, satisfying the relation

@ (Jd-p) Ner<”rx.

Hence
p ., X
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whence follows that / can have
n
= +
I mn k T ]

values, for definite values of p=m and r=/2. By summing up for
tn=1,2 ..., k-\ and /z=0, 1, 2, ..., we obtain for the number of
systems /, p, r, and thus for JK(x)t the formula (1). It is easy to show
that the number of terms of the sum in this formula is finite for finite

value of X
To deduce the formula (2) it must be observed that the number of

the numbers not exceeding x, divisible by a, is
Since the terms of the sequence (k) are of the form

© ak*r,

with (p, &=1 (lemma 1), and the number of the form gk2” 1do not be-
long to this sequence, it follows that the number of numbers of ihe
form (8), for deftinite value of r=/z, is

By summing over all /z=0, 1, 2, . .. we get for K(x) the formula (2).

The last term nonzero of the sumis (-1)s [jp-]’ where 5=T[jog|~]*
Inserting

O<6buw<l,

f
in the formula (2), we obtain by simple calculation the formula (3). Hence
it follows immediately !

K{x) X-+ @

denoting by an the n-th term of the sequence (K>we get according
to the last relation

K(dmraj .\ an, X oo

k+\

Hence and from the formula K(an)=n follows (4).
Finally to deduce (6) it is necessary to insert in the (2) x=/7, n
being given by (5). Then first we find

[{7j] ~cm+kemA\\oe s kr—mcrt

and then it is not difficult to deduce the formula (6).
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METAP P. CEPA®VMOB

COCTOJBATA HA HATMPEIABATA BO XUTTEPBEOJTMYHNTE
nywnn rno TEOPNIATA HA MEMBPAHATA

TeopujaTa na membpaHalla gaBa 3a MHoOry npo6nemu og cTa-
Wwnykn onpepeneHo nollnpeHa nywnu pocTa LWoyHa pacnpepen6ba
Ha HanperawaTa, ocobeHo 3a concTBeHalla TeXuHa M HeKOU Muc-
WakHallun ToBapa. Hue ce 3apoBonyBamMe M co oBue pesynTalln
o4, ABe MPMNUYUHK:

a) pesynllaTulle oprosapaall Bo noBeKe cnydyaum co pob6pa
npuénuxHocT Ha cliBapHaTa wurpa Ha cunulle;

B) KopekuujaTh WTO Ke ce pobue co npunarakbeTo Ha Teo-
pujalla Ha ,jam*“ nywwun Ke ce Uomo/ce He3HaumllenHa, a upu
Toa MaTemMaTwuywTe LUWewkollun ce ckopo Bo culle cnyyam or-
poMHN 1 ce uge un Ao npobnemun wwo He moxall pga ce pewaT.

Ho n no TeopujaTa Ha mebpaHaTa Npu pewaBaweTO Ha CU-
cTeMOT Ha AudepeHumjanHuTe paBeHKM ce posafa [0 ronemu
Tevnwollun, ocobeHo 3a nepuopgmuyHulle ToOBapu. 3a pa ce wusber-
HaT Twue Wewkollvn n 3a pga ce p[ojae [0 HeKAKBO NPUBAUXHO
peweHne, ce npuberHyBa KOH anpoKCMMaTWBHW pelleHWja CO MOMO-
wTa Ha cMeTKaTa Ha AudepeHuumn. HawaTa ~3agavya e pa ce
HajoaT ,3allBopeHu™ peweHuja, T. e. ga ce Hajgall wnoHeyHwn owu-
wTun nHllerpann Ha pgudepeHuMjanHUTe paBeHKW W, pacnonarajku
CO MWHTerpauyMoHMTE KOHCTAHTMW, OBMe pa ce onpegenaT Waka
WTO ycnosuTe Ha kpavwllaTa pga 6ugaT 3a40BOJIEHU.

I. TeopeTcku 0enoBwU

Buaejkn cnte BHATPELLHM CMAX MO TeopujaTa Ha MembpaHaTa
ce CBeflyBaaT Ha HOpPMalHW W TaHreHuujanHW, UCTuTe Ke M 03-
HauMMe Ha efileH AudepeHUMjaneH efleMeHT Of Hawara JyLina
(cn. 2).

CpefHaTta NOBpPBHMHA Ha fywinata e efeH 3aBpT/iMB efHo-
rpaHeH xmnep6osong Bo KoopauHaTHaTa cuctema QXYZ (cn. 1).
Cekoja ToYKa Ha Xunep6bo/oOMAOT MOXe ,fa Ce Onpejenn co
paBeHKaTta

.0) b2ry2 - a2
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Kage e Ma2=*2+y2

a aun bce nonyockute Ha xwunepbonata (1). Ho wmcto Taka
CeKoja TOYKa e eAHO3Ha4yHO OnpefeneHa M CO ABaTa arna a u
R. MpBWOT npeTcTaByBa arof LWTO ro npasu paguMycoT Ha Kpu-
BUHATa p= Rpo ockata X, a BTOPUOT € 3aBPT/IMBHMOT aran B.

XHnw T JBadq

Cute reOMeTPUCKM efleMeHTU Ha OOPTHMOT Xunepbonowg, Kako
IITO Ke BuAUME, MOXaT Aa Ce mnpecTtaBaT BO (PyHKUMja 0f
OBMWe [Ba arna M KOHCTaHTuUTe o

Ha cn. 2 npetcTaByBaar:

Na HopManHO Harperawe BO NpaBeLoT Ha aronot R

Np HopmanHo Hanperawe no MpaBeLoT Ha a;

Nap TaHreHuujasHOTO Harpexkakbe Nno MpaBeLoT Ha a a
HOpMasnHo Ha B;

Px KOMMOHEHTa Ha TOBapwuTe MO MpaBeLOT Ha OCOBWHaTa

py KOMMOHEHTa Ha TOBapuTe MO MpaBeLoT Ha 0COBMHaTa®;

Pz KOMMOHEHTa Ha TOBapuTe NO NpaseLoT Ha OCOBMHATA z .

HopManHuTe WM TaHreHUMjasHUTe Hanperaka 3a npeceyuTe
WITO ce 3a dst n ds2 pasnukyBaaT 0f, OBWe, BO KOW Bnagear
roOpHUTE Harnperawa, cer

Na+"—dad,N Nap+dd'\iapda,
dN d Npa
NP+ g’ vpa g OB

Cvte 0BMe cunvM MOXaT fAa Cce BMAaT Ha AudepeHuunjan-
,HVOT enemeHT (cn. 2).
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Ha cn. 3, cn. 4 ncn. 5 ce NpeTcTaBeHn MPOEKLUMUTE Ha rop-
HWUTE CuUNn K Toa:

a) BO NpaBeL, Ha TaHreHTata Ha xunepbonata,

6) BO npaBeL, Ha TaHreHTaTa Ha efeH NMPOW3BOJIEH MpecekK f3,

B) UCTO Kako nof 6) HO Ha cwaMTe BO paBHMHATa Ha
OOPTHUOT KPYT.

Og (cn. 6) npowusneryeaatT OAHOCUTE LUTO Ce HAa Hea Wu3-
BeJEHM.

CnukaTta 7 ja fgaBa 3aBWCHOCTa CamMO Mefy HOpMasHUTE
Lanperara

y Na u Np.

Of ropHUTE CNMKM Ce A06MBaaT CNEeAHWUTE TPU CUMYNMTaHW
PaBEHKM:

+ RiD«+Pylra
2 - a(1n ) ~Np«Rpr«sina+pxr«Rp- 0,
Np  Rpcos a-Nara+pz0.

Of BUPTYENHOTO 3aBPTyBakbe Ha €NeMeHTOT (C/. 2) OKony oc-
KaTa Zy aKo ce 3aHemapaT 6eckpajHO MasmTe rONeMUHN
BTOpP pef, ce fobusa:

3 Nap~Nfa,

T. €. 3a TaHreHuujanHuTe Hanperaka BO MpPaBLUMTE KakKo LUTO
CMe M n3bpane BaXu OAHOCOT 3a paBHa COCTOj6a Ha Hanpe-
rawarta.

AKO e TOBapOT pOTaLMOHO CUMETPUYEH, T. €. 3a Cekoja
paBHMHa LITO MWHYBa HW3 OCOBMHATa z € CUMETPUYEH, Torall
m Npwu pler 3aBucar o R T. e

4) gl =0, 3a f=.Np, Nap

AKo ce 3emat npeasug ycnosute (3) u (4), cucTeMoT Ha nap-
UmjanHute audepeHumjanHn paBeHKU (2) uarneaa:

- d(Nara*+ NpRpsingdpyr«R ,= 0,

on



CocToj6arta Ha Hanperawara...

A3d«dr9--O(ApAR) A Ay +AJSAL AR 43 M +/9 Ad 5 Ay<h<sus= 0

OINKIAAKY -

"J-13/abd J//>0-+1007%x
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5) - -- Na?RPsin O,

NpRp CC5a - Nal'a+Pz

Co encteMoT Ha AudepeHumjanHuTe paBeHku (5) 3agayata Mo-
e Ja Ce pellaBa 3a CUTe POTALMOHO CUMMETPUYHWU TOBapW.

Il. TeoMeTpUCKM 0COBUHM Ha xunepbonarta

eHepaTpucaTa Ha poTaumMoHMOT Xunepbonoung e xunepbo-
nata (1), WTO e MpefcTaBeHa BO-paBHUHATa (cn. 8).
3a Aa Moxe aronoT a3 WTo paguycoT Ha KpuBMHaTa p ro

MpaBM CO OcCKaTa ra fa Ce 3eMe Kako fapameTap, Ke M BOBe-
[EMEe CNefiHATE OfHOCK:

2j*
6) :tgy:COtga—g‘Z
N OTTyKa
N ra
(B @cotg a

MonynpeyHnKoT Ha xunepbonata e:

2 r2\ ar
® p *_4) .
a co orneq Ha (7):
© > 2

Ha cnmyeH HauvH moxe co momowiTa Ha (1) u (7) pa ce
n3pasM M r« BO (yHKUMja Of CC.

@cosa
(10) “ (B2cos2a sin2a)'k’

N KanonHo aHanorHo, kopuctejkm rm (7), (9) n (10):

ay?2

(11) Rp = (a2cos?a - bgin2afk’
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b&ina
(12) (a2cos2a - b&in2a))5’

3a pelwaBate Ha CUCTEMOT Ha AWMEPEHLMjATHATE PaBEHKN,
MoTpebHU ce W CnefHuTe O4HOCHK:

(13) dra_ arising Q .
da (v62c0s2g - bgin2a0)@ pSQlla
7
s c2c0s2g - b&in 2y
(14) RATa F

Co opHocuTe (6)—(14) wWTO cuTe npomsneryeaatr of reo-
METPUCKUTE 0COOMHM Ha xunepbonarta (1), moxaT ga ce Gapat
pelleHnja Ha gudepeHunjaiHUTe paBeHKU (5).

1. CocTtojba Ha manperararta

3a p=const (CONCTBEHAa TeXMWHA Ha NyLLNaTa)
Bo oBOj cny4aj ce uma:

P cosa,
(15) Px - 0,
Pz = -psing,
n co osme of (5) ce gobusa:
a9 na -jn- +hﬁpl\TbSi(¥1fa&+praRpCOSa=0, "o
(16) -ra® - N a?-~--N apR7?8,
NB Reos a - N\«ra - praRpin g-

Op TpeTaTa paBeHka Ha (16) ce pobuBa:

N
17 JMpRp coas: +praRptga.
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Co oBaa BpefHoOCT of npeata paBeHka (16) ce pobuea:

d v v . !
ra—aa% - Ve Nacgs-(}:\la 1-sina+p r « (cosa+tgcos@a)=0

WNK, NO CBefyBaeTO W ypeayBaweTo:

<M a>

Op (10) n (13) ce pobuea:

1 dra 62tg a

(18) ra «fa e2c0s2 sin2a

Taka wWwTto co (17) n (18) op npeaTta of (16) ce gobusa:

N * _N y S -
(19, Aa TMT At osoa - sinda )
PA262 =0
Spsa (a2cos2a -gn2a)3&

OudepeHumnjanHaTa paBeHka (19) e egHa NuMHeapHa AMGepeHUn-
jJanHa paBeHKa Of MpB ped. HeJj3MHMOT ONWT MHTErpan e:

/ 02tg a

- i *
VvV a2cos?a - sin2a tgajda

(20) yva = -exp(

- G pa%exp]‘ a2c0s28 92 ginga 194

da (]
(a2cos2a - 62sin2a)\Vsk

WHTerpaupmjata Ha:

62tga

a2cos2a - h2sinza  '93) da.

y=-exp{(

faBa:
( aRos2a - sin2a)12
cos2a
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M.HA C/MYEH HauMH:

i n ) by ) . cos2a__
Ji- eXPJ (R2cos2a _£2§n2a éal (R2C0S2a_  gwa '

Co oBue BpepHocTU ce pobusa og (20): »

pa2i21 cosa da j
1 nazle (a2cos2a - h2sin2a)2

CMeHaTa sina =r 0BO3MOXYBa fja Ce W3payyHa FOPHWOT WHTe-
rpaf, M MO U3BpLUEHATa WHTerpauuja M MUHYBaHbEeTO Ha CTa-
paTa He3aBMCHO NPOMEHNMBO a Ce A06MBa:

a _ (a2co0s2a - b2sin2a)k

(21 N cos2a
[ri -Pb2  [ng + +ar\3adastna  p ~ sinoc 1
L 4 a\la2+h2 a- \Ja2+8&ina 2[a2-

Co nomowTa Ha (21) moxe pa ce of (17) mspauyHa un N?:

a2cos2a - bn2a pa2sin a
(2) Np b2 B]\%a N (a2cos2a - bgin2a)12’

TaHreHumjanHuTe Hanperaka Na? mMoxat fa ce onpegenar oA
BTOpaTa paBeHKa of (5), wWTo e He3aBucHa oA Na m Np. Taja
r pasgenyBa MeH/UBUTE:

dN, \r 1 dr
(23) daap 'apfa da (ra )

Co 063mp Ha (10), (13) n (14) ce pobusa:



»
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d Kap Iﬂtg a . 62tg a _
da 2C0S2a ) -$n2amsk0aRas
nm
Ng K2tg «
jVap a2c0s2a - Sin2a

WHTerpayujata pasa:

@2c0S2a - 62Sin2a

24 Nap=_Ct
(24) P COS2a
Co pobuBareTo Ha onwTtuTe uHTerpam (21), (22) n (24) npo-
6neMOT e of, MaTemaThyka CTpaHa 'peLueH, HO Tue peLleHuja,
O/ NefiHa TOYKa Ha MexaHukaTa Ha fedopmabunHu Tena, Tpe-
6e fa 6bupat TakBW, KOHCTaHTUTE C ¥” Aa fobujat ceow
(un3vkanHM 3Havewa. OBMe 3Hayera TWe Ke M fobujaT of
YCNOBWTE Ha KpauwTaTta. 3a TOBapoT LWITO Ce WCrWTyBa TyKa
BaXKaT CnefHUTe YCNOBWU:

a) Ha TOPHMOT Kpaj, T. €. 32 a=a0 Tpeba fa e 0
(buaejkn Hap Taa 30Ha a =a0 HeMa TOBap

6) BO wucTaTa paBHWHA, T. €. 3a a=a0 Tpeba fda e wu
Nep=0, of uctute pasfno3n Kako rope.

BTopuot ycnos of (24) pasa:

Cl=0
a npsuoT of (21) pasa:
(243) C=- pb- i g+ y/m2+ k2sin a0 A2sin ao
4 a™a2+b2 a- \Ja2+b-sinao 2 sin2ao0’

n co osa (21) gobmea 06/UK:

(25) Na =, CF:)DSZZa (a2cos2a - b2sin2a)12e
1] n (a+ed a)(a-e sin ag sin a

2ae  (atesinag (a-e sina) + a2c0s2a - b2sin2a

sin ao I
a2c0s2a0- h2sin2a0J
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Kora ce uma (25) moxe of (22) pa ce pgobue Jip:

2 N2 cowa (200 sin2a)/2
i (a+ e a) (B- sinao +
{(620062a BéénZa)[ (a+6in 208 o
sin a sin an .
a2co0s2a - bgin2a €2¢052a07p | &gaesina 02 ¥

Op ycnosoT ga e Q =0 ce gobuea u

lNal* -0

S >

T. € TaHFEHLI,VIjaJ'IHVITe Hanperaka o0 POTauMOHO CUMETPUYEH
KOHCTaHTEH TOBap WTO HeMaaT KOMMOHEHTa MO X OCOBMHa Ce
€iHaKBM Ha Hyna.

LW-A. Auckycuja Ha Jo6MeHUTe pe3yntaTu

XunepbonuyHata nywna € no CBOjOT 06/MK Beke efHa
Ha FOPHMOT Aen OTBOpeHa nywna. Moxeme fa ro AuMcKyTvMpame
pe3ynTatoT 3a Aa BuAW.Me Kako Ke ce BfafaaT Hanperamwara,
ako Ce M3BpWM TakBa TpaHcopmaumja Ha Xxunepbonata, ako
Taa MMHe BO KpYyr: * e

(26) ra2+z2=~2
3a pa ce pojge on (1) Bo (26) Tpeba ga ce 3eMe b=ai, Kajge
e i= \J-1 AKo ce 3ameHn b=ai Bo (25) ce pobuBa og:
prj, A 1 In (B+ y/f2+ b2Sin a) (B - VR2+ b2sin a0)
2 asja2+ bga + \]Jcr rb2sin a0 (a - VR2+ b2sin a)

HeonpeneneHnoT n3pas:

(28) AY; K«Q-

OBaa BpeAHOCT npaBn Na Aa Guae WCTO Taka HeonpedeneHa,
T. €. [la HemMa HMKAKOB MexaHW4ku cmucon. 3a fa ja onp&aenu-
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Me BUCTMHCKaTa BpeaHOCT Ha (27) Tpeba pga ce npumeHn L’H o
spital'OBOTo npaBuao co o03HakKuTe':

f (h)- In (a+\Ja2+bgin a) (a- \Ja2+ b2sin a0
1 (a+\ja2+ b2sinaQ (a- Va2+ sina)
(29)
f2(b) =2asja2+b2.

L’Hospital-OBOto npaBuno pasa:

(292) K- W - tim sin a—25|n an
1b)  anpi a

Mpn TpaHcgopmaumjata b=ai MuHyBaaT u aronute a ol BO:
(30) ‘ a =-(90°-r),
a0= - (90° - ro),

Kafle e y aron MepeH of ockata z. Co 0BMe BpPEAHOCTM 3a
(25) lie ce pobue:

Na=-skm “XOJBYO-~ cos r)-

OBOj pe3yntaT ce noknonyBa CO TO]' 3a OTBOpPeHa KabnoBa
nywna (kynona) (B. Hanp. Beyer: Statik im Eisenbetonbau,
Aufl. I, ctp. 751 ¢opmyna 1118).

( )|/|CTaTa Anckycmja MoXe fda ce nposefe UM 3a N& of
25a).
Mmajkn npegeung (29a) og (25a) ce gobuea:

Naz= sina-sina0 sina sinad
p 2acosam * a* an 1r\

+2a~sinacos2aj,
Nar - 121%2; 52 sina-2sinal0+2sina- 2 S|n8a9}=

ap L i
oa (2sina- sin a0- sin8a).
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Co 0063up Ha (30) ce gobuBa:

= Sin*y (-2co0Sr +C0Sro+ COS8Y),

N
a5 Y- ABY

Np = ap sin2y

cos y)

LITO ce MOK/onyBa 3a OTBOpeHa TonkacTta fywna [Beyer cTp.
751 Aufl. Il opmyna (1118)]

IV. KoHcTaHTeH ToBap P#T Ha ropHMoT Kpaj Ha nywnmnarta

KOHCTaHTHMOT KOHTMHYMpaH ToBap Ha TOPHUOT Kpaj
Ha XxunepbosmyHaTa 3aBpTHa nywna (cn. 9) mMoxe fa ce pas-
JIOXXN Ha ABe KOMMOHeHTW Pr u P3 BO MpaBeuloT Ha TaHreHrta-
Ta W BO MNpaBeLoT Ha HopMmanaTta:

P3= - Psina..

a?

MocnefHaTa KOMMOHEHTA AaBa efHa KOMMOHEHTa BO paBHMHaTa
Ha TOPHMOT KpYT:

P2=-P30XBa=P Sina O5a,

WTO Ke 6uae npuvmeHa of caMmOT Kpyr wTo Tpeba ga e oTno-
PeH Ha CBMTKyBake. OBa HM MOKOXYBa, Aa ako MnoctojaT To-
Bapu Ha FOPHMOT Kpaj Ha Nylinata, oBaa Tpeba ga uma ob6pad
OTMOPEH Ha CBUTKYBae.*

3a Hac npeTtcTtaByBa WMHTepec camo KomnoHeHTata PX. Bo
paseHkuTe (5) Tpeba fAa Ce CNOXW:
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Px-Py - Pz=0,
n ce pobuea:

(31)

iV R7os

Op TpeTaTa paBeHka of (31) ce pobuBa:

32>
N npeaTa Ke fobue 061UK:

five - dr( . o P _
- k] dada Na~]
Co (13) u (14) op ropHaTa paBeHKa Ke ce fobwuje:

dNa/ 62 -\ »
da V 02.cos2a- sin2a /

1 nocne WHTerpauujata Ha oBaa AvdepeHUMjasHa paBeHKa:

\J azZzos2a- sin2a

(33) Na =C 0523

Co oBaa BpefHocT of (32) ce gobusa:

N R? 0084 a2cos2a - sin2a,

unm, co 063up Ha (14):

a-C (a2cos2 a - baili2a
b20S2a

3a Ja ce onpefenn WMHTerpalMoHaTa KOHCTaHTa, Tpe6a fa ce
TPrHe Of YCNOBOT Ha KpajoT :

(34) N

;- a0» Nao~Ri ~ asa0
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n co Toa of (33):

/ocu r p OOS
' : (a2002a0- 62sin2aQr*

Co nomowTa Ha (35) ce gobusa:

Pcos ao T/ a2co0s2a - Sin2a

(332) N%T 00Ra Y R2C0S2a0- 25sin2a0
| \Y —0Sa° ~V (a200a - 6;sin2a)8
"o p b£0S2a \ a2cos2al- 2sin2al

Op BTopaTta paeeHka Ha (31) Ce pobuBsa:

r!f(ma " Sr . v
~ "da ~da  NapRp sma=0,

4N _ap 1 dra sinaI_I_
da 'T« da

Co 063up Ha (10), (11) n (13) n no ypeayBaweTo, ce Aob6MBa:

d Mop 2b2tg a

da " Vi (2cos2a - 62sin2a =0.

WNHTerpagujata Ha oBaa AudepeHUMjanHa paBeHKa AaBa:

mr =C C0Sa
ap 1 a2cos2 sinZa

WHTerpaymoHata KoHcTaHTa Cxice ja fobueme of ycnoBoT

a=a0, =0,
T. €
Ci=0,
n cnopeg ToOa, Nap=03a cuTe npeceun Ha Xunepoonn
nywina.

[uckycunjata mssplieHa kako Bo lila Ha pesyntatute (33a)
n (34a), paBa pesyntatute, TpaHCHOPMOBAHW 3a TOMKacTa
nywna, fa Ge CNoxyeaaT CO BeKe NO3HaTUTe pe3ynTaTw,
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V. [lepnognyeH ToBap

MeproamyeH TOBap MOXEe fa HacTany BO [/IaBHO Of OBMe
TPU NpUYMHK: &) ToBap Of BeTap, 6) Off HauMHOT Kako Kpau-
liTaTa Ce W3BeLeHW, B) Of HeKakBu ocuuiaumm wTo 6u ce ja-
BWME BO Jfylunarta.

Bo cekoj o oBue cnydanm MOXe ToBapHaTa (yHKUuja, a
crnopes TOa W Hej3VHWUTE KOMMOHEHTU py, pz pa 6upat
MpeTcTaBeH CO TPUTOHOMETPUCKM PefoBM Ha arofiot B u BO
Koj m3pasute Xn,Yn,Zn ce (yHKUMM camo Ha aronot a. Osue
(hYHKUMN n3fepaar:

n

Px= 2 ) Xn Sin «f3 .
i=

n

(36) - 2 YncosnR,
r=1

M
Pz=2 ZncosTl] n=012,.. 00
i—1 /

MapumnjanHnTe andepeHuMjanHKU paBeHKN (2) BO Ciydyaj Ha paB-
HOBeCVMe Ha BHATPELHUTE W HafgBopewwHuTe (36) cun, Ke 6u-
AaT 3af0BO/IEHN CO CNefHWUTe OAHOCW:

Na — Nan COSAiR
(37) N?= J?_ Bbs BN,

=N a?n Sin /7R,

ako ce (yHKuuute AMan, JTpn, JTapn yHKUMM camo of aronotT
a W aKo CeKoj 4ieH of ropHWTe pefoBu I -3a0BOSTyBa Cref-
HUTe gUdepeHLnjanHN PaBeHKM ;
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#p ¥ (2sinfiR) -~r(r« 2 cos ni) +

+Bin« 2 ™ cos nm=ra 2 cos RR'
(38) R ? NRos«R) - & (a2 sinffR)
- pis a 2 ] Napsin = 7"P2 S

[PpQBa2" JipnGOB«RB - r« Nan cos | QGCBfiR.

AKO ce u3BplwK AudepeHumparbeTo, UMajkv npefsug ga Nan,
Npn, Napn, Xn, Yn, Zn ce (yHKUMM cam0 Of a, ce uge Ao
CNefHNOT CUCTEM Ha O6WYHU [uepeHUUjasIHN PaBeHKMW:

n RNgmcos nB - cos N +
+Rp Npn Sin a cos rt= - raRp Yncos
-nRp Npnsin sindn%zga )

- Rp Napn sin dsin  =ra
Rp OG5a NpnQC6 ni-

Kako wWTO ce rnega ropHMOT CUCTEM MOCNe CKpaTyBakeTo
cos/zR Ke pape;
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(39) n RP Na+ sina =-ra Yn,
(40) NRPNpn+ d™ @™ &'} + fin a
(41) Rp N p3BX—ranN. —

3Haum, ycnosuTe (36) WITO npecTtaByBaaT efeH nepuoguyen To-
Bap ¥ ogHocuTe (37), WTO MM fgaBaaT Hanperawata MNak Kako
MepuoanYH PYHKLMKW, NpaBaT 0f cucTeMaTa Ha nmapuujanHu au-
(hepeHUMjanHM paBeHKN (2) pa ce fojae A0 06MYHU andepeHLm-
janHy paseHkn (39), (40) un (41).

Op (41) cnepysa:

(419) rra Bh= RpN R
a AuepeHUMpareTo Ke aafe:

da (Nan™)= ~ Qosar~ dh. X Zn)'
Co oBuja BpegHocTn of (39) u (40) ce uma:

\ d -
(42) nRp Napn— ~ (T\fzRp cOs a) +Rp Sin aNpn—
=-Ta RoYn-m

(43) nR% Npn ( Hifi) + Rp sin a Napn=

MpPVMMEHVOT HauyvH 3a pellaBarwe Ha BakBW CUCTEMWU Of [Aude-
PeHUMja/IHN paBeHKN e of OBWe [a ce eMMuHMpa efHa Heno-
3HaTa (yHKumja Npn nnm Napn 1 ga ce gobue eaHa [udepeH-
uMjanHa paBeHKa of BTOp pef. Ho ako ce uge no 0BOj nat, a
npeaxofHoO ne ce M3BPLUM HeKakBa TpaHcopmaumja, ce gosafa
0o efHa Hill-oBa gudepeHumjanHa paBeHKa M HEJ3MHUMOT  UHTe-
rpan e of 06/MK LITO HEMOXEeMe fAa ro KopucTume 3a nowvata-
MOLLHAaTa Aguckycuja. 3a fa MOXeme fAa HajaeMe eflHO KOHe4YHO
N ,,3aTBOPEHO peLleHne Ke M3BpLUMME TpaHCcgopmaumja Ha Ko-
OpAMHaTUTE'TakKa; LITO. CMTe FeOMETPUCKM OCOOMHM Ha Xunep-
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6onata a n ogHocute BO Il WTO ce jaByBaaT BO (42) n (43)
MM npegcrTaByMe BO eUNTUYHU KOOPAUHATH.

 [lexapToBWTE *npaBoaranHN KoOpAMHaTU Y,  BO (DYHK-
Uja Ha enmMnTUAHMTE  rj, B ce JafeHu Co OfHOCUTE:

x=e V(@1 +S)(I - if) sinR,
(44) y=e v/(I+")(l -n2 sin R,
z =e%r), e=\Var+ 2,

W, aKko Ce uMMa poTauMOHEH eAHOrpaHeH Xxwunep6onoug, Tpeba
fla e u=r0 Mery % u en efHa M MOJyOCOBUHY
Jpyra cTpaHa, noctojar 3aBUCHOCTW:

a=ey 1- %2,
(45)
b=er\0.
Co paBeHkara-:
(46) ra*~x* +y* =e*{\+|*)

n ogHocuTe (45), paBeHKaTa Ha xunep6onata Ke 6upe:

2
47) la
*2(1-% 2
MowTo BO (42) ” (43) urypupaat =p, ra, cosa, sina,

TO cuTe oBMe TpebGa fa Ce MpecTaBaT BO (PyHKUMja Of HOBaTa
e/MNTUYHA MEH/bMBA §

AKO ce CMeTa z Kako (hyHKuuja og ra, on (47) ce pobuBa:
(«) 2z

M Z' ¥Ma 3Ha4yaj Ha TaHTeHCOT Ha arofoT ,0f TaHreHTata Ha
3aBpTHaTa xunepbona (47) wwm (1) wWTOo Taa ro 3aknana co
ockata ra.Co 063up Ha (44) n (40) of ropHOTO Ce uMma:

“9) - Jb VI+E2
VT17 8
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BTopata audepeHumjaumnja Ha (48) no ra fasa:

|2/\ ,
1-V z ur
n co 063mp Ha (44) n (49):
% * J
50 -
(0) e(i-vV) 88

Co nomowTa Ha'(49) n (50) pagnycoT Ha KpuBuMHaTa p=/?p Mo-
Xe fa buae Hanwwad:

(51) P=Rp - - = (§2+ 402% .
lovi1 VvV

Op cn. 11 ce rnefa geka e y=90-a 1 co Toa Ce WuMa,
CO 003Mp Ha (46):

(52) tg y-z=COga= % , Vi+"2
Vli-ilo2 S
(53) sina= >Vl - %2
v'l+ COtg2a Vs2+ %2
(54) cosa= VI-"sm2a=md""'" °°
" V72+ %2
(55) pQOBa“ -ra
(56) fa Rpdna= - 1+

Op (52) ce uma, nocne audepeHumjaTa:.

(57) da-1b
(s2+ilo2 VI+S2.

OpHocute (53),,(54), (55), (56) n (57) HU faBaT MOXHOCT
andepeHumjanHnTe paBeHKN (42) n (43) pa M Hanuweme BO
006/MK:
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(58) n9f02+ %% \or LN pra2t @)

VI -Yo2 dl 1-v [I'

L CAZr 0V F 52 M S22+ U T A =/(«),
Y% Vi - %2

59) -n %2 Npn+— rraN,  S2+V)V]_+s2\
% V1~Yo JoVi - rica /

-~M S 2+ %)~ aP=4>(),
V)
Kaje LWTO e He3aBUCHO npomewwsa £ a rf(a) n p(a) ce:
(60) f(a)= -y nraRP ~ (Zn

(61) ¢ () - KnFa RB

Kafe WTO cUTe rojeMWHMW, 3aBUCHW Of4 a, MOcCAe Ke M uspa-
3umMe BO (yHKuUMja op 2, Mo ynpocTyBaweTo, AundepeHumjan-
HUTe paBeHKM (58) u (59) MoXaT fja Ce HanuwaT BO O06MUK:

0
(58) ne yg,2+ %2 < @ Kama ¥+ 31\

VT+F 1-Tla2/

gryi - %2 Npn=f(a) byi -V
YTTP (82+ ii02) YT + F
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(\\a) 2 1 Nafi—
|
=fJi %V ~90"
ira~virab

KoethmumeHtnte of Napn u Bo (58a) u (59a) co 06-
31p Ha (46) moxaT ga Ce Hanuwar BO 06/UK:

VIT? (i+~)/rrn7 %
_w VA2+V
(i +£2 v« Jo*
©3) +y =TK $2twu ' Yi+%2_

ATTP l+4P  (1+32/12+W

(64) fivIzil2!=-"eVTT+FRr"= 4T7 s
Vi+£2. 1472 -

(65) 5r N __JL_ JHile2 "+UIL I«
NTTFE"™ 1+£2 82+7 \ 1-1102
[a?\ (64) n (65) HawmTe AandepeH-
U £ prer’VA'HA~Baaia -

JEA (N - + 4\
n f v,r,)+ *
1 ~
3N, 7T EF
" 1+22 e AT -6
nvTE2-= (nr,rikC x4 )+£ (M*m -

(67) T

: oswauenn [JECHWUTE CTpaHu of (58a) wu
BO KOj ce cO ti u

(59a).
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HamecTo HawwuTe HenosHatu yHKUM NN n Ke
BOBeZeMe C/eAHUTE HOBU (PYHKLMK:
(68) Ul —a Nafin)
V! ™
u2-yc }-.V 5

n HamecTto (66) n (67) Ke ce pobue:

(69) [+£2 1-V &K 145 V "
(70) N y/T rio2 u + 8- 1— Ih-Vi-
(1+s2 2 N 1+7

Of avdepeHumjanHaTa paBeHKa (70) ce pobuBa

(71) v. (1+82 v2+ii2 — T
«TnAH 1+72
a og (71)
dv, (\V+i2)’\/Wz3I.
dl -y A6
r 3|4-2Si.ltL_.iif£ iy |
+
r «.4.2Mn*+? ILiiaiSai u

U» (1+ A1 T ulllr+5%> »(*+f )V
YOV A3 l+glig+di-A 2
55 1RVs0 th gy U o ligr -7
gf+1)

Mo cmeHaTa Ha 0BOj uK3pa3 U
HETO, Ke ce aobue :

T 4BO (69) nu no ynpoctyBa-

(1+52 v/F+Y? +2S +40 mrfz ' 2

(@S»+ i+rt»)V g+g. tfl-/1/ i\~ A +38*1" a+ IfckH
1+

-2
+(1+~)A 2400 dl
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N7

72)  (1+ +25 (1482 -Ar--(282+1+  Ut-

=/x"(1+)20~ V +3MI+1s)d+ (1 +s22 |
(Vszfl'rid' ) ( 2 dl

XOMOreHMOT fAefl of ropHata AvdepeHUMjanHa paBeHKa e
oA 06/uK:

(73) m US+~f'(I)<J'+W Ui-0,
Kafe WTo e:
(73a) I(S)» (L+322m g(D)T+nh.

3a /() 0, wTto BO HawwuoB cny4yaj e (NMOWTO 3a CeKoe
I e /(£)>.(), ovdepeHunjanHata paBeHKa (73) MOXe CO CMme-
HUTE:

‘Y T " wnal)-7T " "
fa ce JOHece BO 06MUK:
(75) K'+*(s)W1-0,

Kage Tpeba Ia ce 3ameHn of ofHocoT (74). Bo Hawwmo
cnyyaj Ke 6uge:

*-fF - arctg § >
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T. e
(76) §-tg *.
3a 42(£) Ke pobujeme:
*(£)- - (2tg2r+ 1+
n (75) ke nsrnepa:

Vi (2tg2r+1 +«2) K= 0,
wm
(77) I/" cos2f- [2+ (n2- 1)cos2r] K- 0.
Typyn m ce
=«2- 1,
Toraw e OMWTWOT WHTEerpan Ha paseHkata (77):

r1 d tip ]

_ A
(78) F-cosT™ 4 Esmn(cr- +ce >

Mo m3BplWEeHOTO AudepeHumnpare Bo (78) Ke ce pgobue:

(79) P{yJp+Xgt) -p - C*e~" P{- yhp+\gt)
Co nomowTa Ha (72) Ke pobujeme:

\pect
80) U,-C,e ('Jp+EE)Hi/gp§-Cé Vparcigl (\p-1)\ip.

~ MowTo Hac He MHTepecyBa OMLWWITNOT MHTErpan Ha AUgepeH-
UmjanHata paBeHka (72) WTO MMa CaMOCTasfiIeH YJIEH;

61 1 {l+A Y 1A +3HI+MN+L+ A
s/N+ 4 dl 9

Toraw KoHcTtaHTMTe C* m C2 Bo (80) Ke ru onpegenume o
Lagrange. AKO Cnoxxume:

V parctg §

n-B (Mp+1)s/p,

(82)
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forain ce po6uea 3a Ct n C2:

) fai-SJr
r f
* ) TnTn'
Kafje LWITO ce Aun

B@ATMBHM KOHCTaHTU CO KOW
rame Taka WTO Aa 6ugaT 3a0BO/MIEHUN YCNIOBUTE Ha KpauluTaTa.

Go 063mp Ha (76) ce uma:

arctg | ,

. - N-sdplt \+p / parctg g,
)2 vz rtib— ¢

M VMEHWUTENOT 0f MOAMHTEerpanHMTe (PYHKUMM Ke 6uge:

Ji Ji J2J1 — 2 \jp{\+P),
iJi 1= \jp{\+P)
T. €.
—\~parctg ‘i
Cle"2p (@ +p) | + 78 (Vp - 2) | e v dl +A,

VI actg §

~ ~YpJT+p) FA +42) (Vp +8) W(h)e d" +B,

W, CO OBME BPeAHOCTU, ONWTUOT wHTerpan of (71) Ke 6uae:

(83) =. glparctg}
2 \Ip(l +P)
r _ - arctg §
"JO +sAU p-s)U sK d5-
f. Vvp-$ g- / parctg’ ) » ) '
2s/~p(\+p) |[d +38s)(v>t5)«(8) «1"4aLdl

+Ae'rJ" cs5(/p+1)VP+fie- rc'*s  -§/ m
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Kora e nosHato Ut, co obuuHa amdepeHumjaumja of (71)
MOXe Aa ce onpegenvn £/2.

3Haejkn ™ Ux n (J2 og (68) moxe fpa ce Hajpart:

bl
84 . AW — o
N - _ il
. - --3161%2\“2)
a oa (41a) co 063up Ha (84),:
/gtv\ Al 0S @1 —rlj ) .J
{6 W [a2n2 + ljm pxPos STy
Bo onwTute wnHterpann (84) u (85) tpeba Nan, : ot
oungat m3paseHn BO (hyHKUMja WM Of a WN.0f BO HVB uMa
[BE€ VHTerpaumoHn KOHCTaHTM A 1 WwTto Tpebe pa 6upat

ONpefeneHn Off HEKOW AafleHU MOYETHW YCIOBU.

[a BuauMe cera Kako Ke ja M3BpLUMME WHTerpauujata Ha
VHTErpanuTe:

A“ j'(1+62(vp -s) lI/(B) e N arctyg

\0+¥)i\/~P +I)W (I)eVparCtgé dlI,

WTO ce jaByeaT BO (83). Oa ja Hajaeme npeo w(l) BO ¢hyH-
Kumja og, | Op (81):

B(l+g)N/j_-~
N — — .
(81) ) =4 DY 3sa+ NP N+o0+s)
a co ornes Ha:
(82) -— % Vi -% 2

(E2+%\/TTp’

(83) q=fg HVi-V,
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npw :

(60) /(a)- -Y-*-[Zara RP)t

(61) (e

Ke ce pobue:

84) W(Il)-[- YnA/RP + (Ziha R)] nfgr+" i -:

3E% M - %2yl
| 2+4*

+(1+e2)M { [-rnr</?p A (Znr« N € %V-V
da J R2+40QV i+

Hacekage BO (84) Tpeba cuTe rofiemuHu pa 6upart mspa-
3eHM BO (DYHKUWMja 0Of, In Toa co momouTa Ha Tp:
(49) po (57). 3ameHyBajKu ja Taka HajaeHaTa (PyHKuUmMja BO N n 12
noAvHTerpanHata (PyHkumja Ke 6uge Taka KOMMAMUMpaHa LTo
MHTEerpauvjata Ke Ouae HeBO3MOXHa. Ho Hue MoXkeme noawH-
TerpanHata (yHKUMja Aa ja 3aMeHMMe CO eAHa napabona of
CTeneH MOrofeM OTKOJIKY € CTerneHOT Ha MoAuHTerpaiHara (yH-
Kumja. OBaa Mapabona Ke ja gobueme Taka LUTO KOe(UUMEHTU-
Te a0, alt ait---an fa 6ugar onpefeneHn no MeTofoT
Ha HajMasMTe KBagpatun. AKO CO Fce 06
Ta (yHKUMWja, Toraw KoeduumeHTuTte a, (/=0, 1, 2,°¢*,«) Tpeba
fa ce m3payyHaT of cuctemara:

a0+ i Bhometd 1+—+dn) iz, [ 2F(Ddl,
(85)

\"(ao +all +---+aili+-..+an”)
(%+a, It+..-+at

ji* (o+iS+emet v +metg 5)¥di= f §'FR)

Kage z! n 12 ce gBeTe BpegHOCTM BO Kou Bapupa | 3a paje-
HUOT CNyYaj. VIHTerpanute of [AECHWTE CTPaHM Ha cucTeadata
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Ha  (n+ ) pasenku (85) moxat fga 6ugar mspayyHatm no Sim-
SON WM HEKako WMHaKy. AKO Ce Lla CUCTeMa CO NoBeKe paBeHKW
Of4 Tpu, 3a fda Ce u3pauyHat KOHCTaHTUTe at (/=0, 1, 2,%ee, n)
Hajpobpo e fa ce npuMeHM Gausoviot anropuTam, LUTO e 3a
TEXHWYKUTE Mpob6/reMn BeKe W B/IE3eHO BO Mpakca W fiaBa pesyn-
Tatu, ako 6pOojoT M He e MHOry rone.m, yrnotpe6/bven u pocrta
ToyHW. [la HamoMeHVMe feka £ Bapvpa 3a MNPaKTUYHO MPUMEH-
nvsute cnyyan mefy 0 n 2—3, Torawl WHTerpaiute of AecHuTe
CTpaHW MoXat fa 6uaat necHo u3padyHatu. bupejkn £ moxe aa
Bapvpa BO WHTepBasoT:

O~rS”oo,
TO, o[

(86)

aKo XxunepbonomaoT oAM Ha [BeTe CTpaHu ra, Tpeba pna ce
3emMe UWHTerpaumja:

Bo cneumjaneH cny4yaj Ha nepuogMyeH ToBap camo no z, T. €.
Kora ce Yn=0 1 Xn=0 a Zn=%), Kage WTO
camo og R, ce pgobusa of (60) n (61)

(87)

P(a)-0

3a cnyyaj 3a TOBap [AafieH MO 3aKOHOT

(88) Zn=pRwsin2a,
Kage e
(89) A ~ Bv(R)>

ce fobuBa co orneg Ha (10) m (11):

n 3a (87) ce gobuea; no CBefyBaEeTO :
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a* bXsin2ca cos a

I(«)=" 4, [PBw (a2cos2 a - bxin2a)2 J
xmpuig on SiNa [a2C0s4a +  C0S2a+  sinda]
pRWO4&2 (a2co0s2a - biN2a)3
3emajkn b 063up aeka e % =— mnopgHocute (53) 1 (54) ce gobuea:

f(a) = sina (e252- b2 [22e £4+ (3 b2+ €2 $2+ 2b]
- (b2+ e2l ¥
Co ropHaTa BpPeAHOCT M NO YMPOCTYBaHETO :

(89) ' npRwas Vi+S2 2e234+ (3 + £2+2£2°
6 S + (b24 e2£28

Op (89) a co 063mp Ha Jx M J2ce rnega feka nogvHTerpan-

HaTa (yHKuuja 6u 6una o crteneH | wam Il wm IU Bo 3aBK-

CHOCT o0f TOBa, Koja MPUBAMXKHOCT Ke 6uae 3emeHa 3a

cfp&Tztgl' j oa nokaXKyBa [feka anpokcumauujata BO cuUcTe-

MaTa (85) MOXe fa Ce OrpaHMuM Ha Tpu 4O YeTUPU ureHa.
AKO ¥Mma fa ce UCnWTyBa caMO C/ly4ajoT Ha MOTMMpakeTo, TOo-
raw Bo WMR) Ke ce nojaBs camMo Yn Kako (yHKUuMja of a W,
népagn BOBefeHWUTEe TpaHcdopmaumm, of ToBa HacTanysa
0f, MPWYMHK, LITO NOTNOPUTE Ha XuUnepbonuyHata nywna ce
Taka ypefeHv [fa [ejcTByBaaT MO MpaBeLOT Ha TaHreHTara of
Xunepbonara.
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Peter R. Serafimow

SPANNUNGSZUSTAND HYPERBOLISCHER SCHALEN NACH
DER MEMBRANTHEORIE

(Zusammenfassung)

(GroBter Teil dieser Arbeit ist aus der Dissertation des Verfassers,
welche er im Jahre 1947 an der Technischen Hochschule zu Dresden bei
Prof. Dr-Ing. K- Beyer und Prof. Dr.-phil. F. Wiliers- abgelegt hat).

Die Festigkeit der Hyperbelschalen kann, wie die Erfahrung gi(elehrt
hat, nach dem Membranzustand beurteilt werden. Oberer Rand ist kréfte-
frei, so, dafl dort mit Na =0 und Np = 0 Randbedingungen vorgeschrie-
ben sind. Die Stltzung am unteren Rand soll so beschaffen sein, daR die,
in diesem Bereich auftretenden Spannungen der Forménderung der Abstlitz-
ung zugeordnet sind. Diese Bedingungen werden selbst dann, wenn sie
nicht ‘zutreffen, als vorhanden angenommen. Die an der Schale angreifen-
den Kréfte sind unabhéngig von ihrer physikalischen Bedeutung, stetig
Uber dem Mantel ve teilt, so, dal} der Spannungs —und Verschiebungszu-
stand stetig ist, und daher zun&chst an einem Differentialabschnitt festge-
stellt werden kann (Abb. 2). Auf den Abbildungen (3), (4), (5), (6) und (7)
sind die auf den Diffe entialabschnitt eingreifenden nneren und &uReren
Kréafte in Richtungen: ag der Tangente der Hyperbel

b . » des Breitenkreises

c) der Normale der Hyperbel
prog'eziert. Dabei kommt man zu den folgenden drei simultanen partiellen
Differentialgleichungen :

Arr - N@ + snatPyra
2 - "t~ Rpfkin R

NB RR cosa~Na la+ pz FaRR *0.

Eine virtuelle Drehung des Elementes (Abb. 2) um die z Achse gibt, wenn
man die unendlich kleinen GroéRen zweiter Ordnung vernachlassigt, das
Resultat (3). Das heif3t, die Scherspannungen fir die Richtungen, die wir
gewéhlt haben, verhalten sich wie bei dem ebenen Spannungszustand.

Vier rotationssymetrische Belastungen NR und NaR sind von R
unabhéngig (4). In diesem Falle geht das System von den partiellen Diffe-
rentialgleichungen (2) in:

- uc + NR RBsin a j-py ra kR = 04\
dysU g sin a+
® -

Np  Rpcos « - M +pz r« i
. liber

Rp =
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Also, gelangt man fiir die rotationssymetrischen Belastungen zu einem
System von gewohnlichen Differentialgleichungen (5). Mit Hilfe der Abb. 8
und den Beziehungen: (6), (7), (8), (9), (10), (11) und (12) sind die geo-
metrischen Eigenschaften der Hyperbel bezw. Rotationshyperboloid be-
stimmt.

Spannungszustand fir p**konst.

Die Belastungskomponenten sind durch (15) bestimmt. Mit (15) und
obengenannten Beziehungen geht das Gleichungssystem (5) in:

- Ta --Na --v- Rp Np sin o-j-py [@Rp cosot= 0,
Qa B

(16) -ra ddNapdr”~ _Na?R?
aAx

Ctcc

Np Rp cOsa—Na la-pz raRp sin «=0 .
ber.

Mit (17), (10) und (13) geht das obige System in:

dNa ,Jr b2

. f A
(19 da + a 8a IB2Ms2a-062sin2a 1)

pa2b2
coscc(a2cos20c-£2sin2a)32 “

Uber,

d. h. man gelangt zu einer gewdhnlichen Differentialgleichung erster
Ordnung, in der die unbekannte Funktion Na ist. Die allgemeine L&sung
ist:

égﬁ N\E*Jauosza.o 2sin2a)72 rCH b2 . . a+\J a2+b2sin a

€0S2a day a2+b2 a-y a2+b2sina

+ pb2Sin a
2[a2-(a2+£2sin2a]

Aus (17) bekommt man:

a2c0s2a — b2sin2a pa2sin a
(22 Np w « Na+ (@2cos2a —bzsin2a)lh *

Die Krafte Nap kann man aus der zweiten Differentialgleichung des
Systems (5) ermitteln. Die Ldsung ist in (24) enthalten.

Die Integrationsconstante C kann aus den Randbedingungen «= <0,
Na =0 fur den oberen Rand aus (21) ermittelt werden (24a). Damit sind
Na und Np durch (25) und (25a) eindeutig ermittelt worden. Die Diskus-
sion dieser Ergebnisse, wenn man a-> bi, a -> —(90-*) nimmt, zeigt, dal}
das Rotationshyperboloid in eine offene Kuppel Ubergeht und Na und
Np mit den Formeln fir dieselbe Ubereinstimmen (s. K Beyer, S-atik im
Stahlbetonbau 2 Aufl. 5, 751, Formel (1118)).
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Di© konstante Belastung Ptjm auf dem oberen Rande.

Fur diesen Belastungsfall ist px = py = pz = 0 und das Gleichungs-
system (5) geht in \31) Uber. D'e Ergebnisse der Integration mit den ge-
gebenen Randbedingungen fiihren zu (33a) und (34a).

Die Diskussion derselben fuhrt zu denselben Resultat wie friher»

Periodische Belastung.

Hier ist eigentlich der Kern der Dissertation. Mit (86) und (37) ge-
hen die Partialdifferentialgleichungen (2) in das System:

RR NaRn Sin/z ) - arec Jj? Nan GOB IR j +

(38) + /?psin Npn €COS nR= - ra RR Jj? YncosnR,

cos W8 ) - (rec2 f NaPhSinnR)

- RRB sin NaBfn sin nR= - TaRB ~ Xn sin nf,

RR €OS NRn cos NB- ra 7jjjr Nan cos nR=- ra RBE~  %ncos nR.

Uber.

Die ausgefihrten Differentiationen unter der "Annahme, dal Nan*
NRn, Nalkn, Xn, Yn, Z/i Funktionen nur von a sind, fihren zu den Gleich-
ungen (39) (40) und (41).

Wenn man zwei unbekannte Funktionen ausschlief3t, gelingt man zu
einer Differen ia'gleichung zweiter Ordnung vom Hubschen Typ. lhr Inte-
gral ist iheoretisch gegeben, aber fiur unsere Zwecke nicht anwendbar.
Um geschlossene Losungen fiir Nan, Np«, Nafn zu bekommen, fiihren
wir neue Koordinaten ein, und zwar die elyptischen Koordinaten:

x=cV (152 J~n2cos B,

(44) y=cVO+IW 37)sing,

Z**cln\.

Fir das Rotationshyperboloid ist u=u0=h/c, a=c \/1-% 2 Damit ist
die Gleichung der H?/perbel durch (47) gegeben. Wenn alle geometrischen
Groflen der Hyperbel mit (48), (49), (50?< 51), (52), (53), (54), §55), (56) in
Funktionen von £ dargestellt werden, kénnen die Differentialgleichungen
(44), mit Zuhilfenahme (57) in

(58) Nefith  Npirra S20URV  (MHU07Y/T+j2
V1 -Yo2 dl WY 1P

oY) § (82+V) Npn=/(«).
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(59) c(§2-_%a\/l Npn+ d (52+V)¥/I+2A
AN 1-% 2 dl flonl-ilo2 7

- Il\.d)é (S 2+4®N «;n=g>(a),

tbergehen, wo veranderliches g ist und /(a) nnd @(a) du ch (60) und (61)
bestimmt sind, und spater vom verdnderlichen £ dargestellt werden. Die
Gleijchungen (58) und (59) koénnen einfacher mit (58a) und (59a) geschrieben
werden.

Um dieses System von zwei Differentialgleichungen, wo die unbe-
kannten Funktionen Npn und Napn sind, zu l6sen, gruppieren wir die
Koefizienten bei unbekannten Funktionen so, wie das in (62), (68), (64)
und (65) gemacht worden ist. So sind wir zu den Gleichungen (66) und
((_57()j gekommen, wobei ft und gx die rechten Seiten von (58a) und (59a)
sind.

Statt unsere unbekannten Funktionen Nan und Nap?? fuhren wir
neue gemal :

Ux=ra Napn,
(68)
Ut=r« ~ y N pn.

Mit diesen gelangt man zu den Differentialgleichungen (69) und (70).
Durch die Elimination von Ux gemaf (71) und den nétigen Umformungen
gelangt man zu:

(72) +28(1+89-JE -(2p+1 £/,=

" A+ S*)Y1-1),,»
) V82492

+ 38(1+224>1+ (1+822~ |i'-i

Homogener Teil dieser Differentialgleichung ist von der Form:

(78) Ne ih'+g(l) t/i-o,

wobei/(s) und g(Q durch (78a) ge_?ebt_en sind. Fur/(£) >0, was bei uns
der Fall ist, kann man (78) durch (74) in die Form

(75) V"+g{l) K-.0,

bringen, wobei noch § aus (47) zu ersetzen ist. In unserem Falle ist das

mit (76) gemacht worden. Mit diesen Transformationen ist homogener

Teil unserer Differentialgleichung zweiter Ordnung in (77) Ubergeflhrt

worden. Nach Koppenfels ist das allgemeine Integral dieser Gleichung

durch (78) bestimmt Durch (72) kann man Ut in die Form (80) bringen.
as Storungsg ied in der Differentialgleichung (68):
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(81) w(s)=/i +310+82'Pi+0+82 4 f.

soll bei der Ermittlung von dem allgemeinen Integral in Betracht ge-
nommen werden. Um das zu erzielen, werden wir die Lagrange’sche Me-
thode der Variation der Constanten anwenden. So gelangt man zu der
allgemeinen Losung der Differentialgleichung :

ut- \R+$_  eV~tarctgef +1)
2V7(1 p)d
(83, + V&’ij__g-/parctgg, f(l+m arctg S dl
tP) J

+AeMctgs (VI +[)Vp~Ra-:~arct® (Vp-1)Vop,

wobei JI/1 Integrationsconstanten sind.

Die Ubliche Differentation aus (71) liefert £/a. Wenn £/xund  “be-
kannt sind, geben die Beziehungen (68) und (4la) die gesuchten GroéRen
Na, Nj»? und Napn. In diesen allgemeinen L&sungen tritt entweder £
oder a adf. Um die Integrationsconstanten A und B zu bestimmen, mus-
sen wir die Randbedingungen berlcksichtigen, und zwar an den oberen
Rand, wo sie eindeutig bestimm sind. Bei der Integration der auftreten-
den Integrale stoBen wir auf grolRe Schwierigkeiten. Um dies zu beseiti-
gen, werden die Funktionen unter den Integralen durch Parabeln n-ten
Grades ersetzt und zwar koénnen die Koefizienten dieser Parabeln nach
der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt werden, was in (58) formell
gegeben ist. Die Integrale von rechten Seiten in (58) kdnnen nach Simp-
son’scher Regel ausgewertet werden. Und das geschieht, da$ kleine Werte
hat, ziemlich schnell. In (89) ist w(3) fur die Windbelastung nach einem
guadratischen Gesetz von @ in der Funktion von £ dargestellt.
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