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9Generalizacija jednog Karamatinog problema

Za drugi zbir se dobija
s s

o < 2  ( - i ) m б т <
0 0

Zamenjujući ove izraze u (15), imamo

S + 1

S+  1 .

( 16) K(X): -(4)
k +Y — -k+ ô(s + 1), o < e < i .

S obzirom na (14) dobija se

' Ш =o(io+).4 Ш]+!.
Pošto prema (14) s-+oo kada x -> o o , iz (16) izlazi

к(х ) = -JY Y  х + о  (log х),Ј

X-ïOO.

X-> oo,

što pretstavlja formulu (7). Na ovaj način je prva tačka teoreme 
dokazana u potpunosti. Napomenimo samo da iz (7) neposredno 
sleduje formula

X-> oo,

koja izražava da brojevi niza (k)sačinjavaju 1) deo brojeva 
prirodnog niza, iii da ja njihova asimptotska gustina A/(A+1).

Ako je an n-ti član niza (A),onda je prema poslednjoj 
formuli

/ ч A K{an) ~ - f ^ Y an>

Međutim prema definiciji K{x) sleduje /((«„) = «. Iz poslednje 
dve relacije dobija se

пп ^--П) д->00 ?

što pretstavlja formulu (8),
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Najzad preći ćemo na dokaz poslednje tačke. 
Stavimo x=n, gde je

(17) ti — Cq + kc^ + № C% 4- • ■ * +

u formulu (б). Pre no što izvršimo smenu izračunajmo koliko 
ЈеШ  Dobija se

n
¥n

£o , _ £ l_  ,
km km~1 + ' " + k + Cm + кс ffl-j-1 + ’■ + kr~mCr.

Kako je

Co
кт

C i  C m —i ^  h  \  к  1 1 >  i

(pošto ci može biti samo jedan od brojeva 0, 1, 2, . . . 1),
imamo

\ w \ =Cm+kc,n+i+‘ "+ Cr '
Stavljajući m = 0, l, 2, . . . , r, dobija se iz (6): 

/C (ji) — Cq + кс̂  + Æ2 c2 + • • • + • • • +

- с х -  kc2 -  • • • - к 1~гС1 • • • -к ' ~1сг +

+ С2 + • • • + kl~2 Cl +■■■ + kr~a c,- -

+ ( - ! ) ' < : , + • • •  + ( - l

+ ( - l  Ycr.

Kada se izvrši sabiranje sličnih sabiraka, koeficijenat člana koji 
sadrži ci biće

kl - k l- \+ k 1- 2 - . . . + ( - i y = kl+l + ( - \ y
k+ \

кШ + { - \ ) 1 
k+1
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Prema torne je

ï=0

Odavde, s obzirom na (П), sleduje 

. . .  . k 1
к {п ^ Ш п+ ш

1=0

( - 1  )* Cl-,

1 =  0

što je i trebalo dokazati.

M. S. Popadić

GENERALISATION OF A PROBLEM OF* J. KARAM ATA 
ON A KIND OF SEQUENCES

(Summary)

A generalisation is given of the problem proposed by J. K a r a -  
m a t  a in the Bulletin de la Société des mathématiciens et physiciens de 
la R . P. de Serbie [I, 3—4 (1949), p. 155—156].

Definition of the sequence (k), k being a natural number, let us 
perform in the sequence of natural numbers the following permutation: 
we put after the first term, namely after 1, the Mimes greater number, 
then the next remained term of the sequence and after this number again 
the Mimes greater one and so on. So we obtain for M 3, for instance, 
the following sequence, (k):

1, 3, 2, 6, 4, 12, 5, 15, 7, 21, 8, 24, . . .

In general we have

1 , k, 2k,. . . . , k - 1 , ( Ml ) * ,  M l ,  ( M \)k, . . .

A sequence formed with all terms of odd rank of the last sequence, i. e.

1, 2. 3, . . .  , M l ,  M l ,

is called the sequence ([k).
It is easy to prove the following two lemmas:
Lemma 1. The general term of the sequence {k) is

a = (kl - p) M
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where
1 = 1, 2, 3, . . .  ; p = ), 2, , k ~ \;  r = 0, 1, 2, . . .

Lemma 2. The numbers l, p, r, are uniquely determined fo r  every 
term o f the sequence (k).

Let K(x) denotes the number of all terms of the sequence (k) not 
exceeding x. Then the following theorem can be proved:

Theorem. 1. For the number o f terms o f the sequence (k) we have:

n ^ 0 m= 1

K<‘>- 2  « " » " [ ê ] .  
0

K {x)=  x + 0 (lo g x ), X-+ oo. ’

2. If we denote by an the n-th term of the sequence (k), then we have

(4) an —77— ri> n -> co.k

S. Let n be a natural number written in the number system of k digits,

w  * - 2 * ч  '
1 =  0

where each o f the letters ct (1=0. '2, . . .  represents one o f the 
numbers 0, 1, 2, . . . k—\ ; then we have

(1)

(2)

(3)

(6) к ^ ш п+ш Ћ {~ 1)1 C
1 = 0

We are now going to show the main points of the proof.
From the lemmas 1 and 2 it follows at once that the number of 

terms of the sequence (k), not exceeding x, is equal to the number of 
system l, p, r, satisfying the relation

(Jd-p) №r<^rx.(7)
Hence

p , X
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whence follows that / can have

I mn = rtn
k т  ]+

values, for definite values of p = m  and r= /2 . By summing up for 
tn= 1, 2, . . . , k - \  and /z=0, 1, 2, . . . , we obtain for the number of 
systems /, p, r, and thus for JK(x)t the formula (1). It is easy to show 
that the number of terms of the sum in this formula is finite for finite 
value of X.

To deduce the formula (2) it must be observed that the number of
the numbers not exceeding x, divisible by a, is

Since the terms of the sequence (k) are of the form

(8) qk*r,

with (p, &)=1 (lemma 1), and the number of the form qk2^ 1 do not be­
long to this sequence, it follows that the number of numbers of ihe 
form (8), for definite value of r=/z, is

By summing over all /z=0, 1, 2, . . . we get for K(x) the formula (2). 
The last term nonzero of the sum is ( - l ) s [jp -] ’ where 5== [ jo g |~] *

Inserting

0 < б ш< 1 ,

f
in the formula (2), we obtain by simple calculation the formula (3). Hence 
it follows immediately '

K{x) X-+ QO.

denoting by an the л-th term of the sequence (k)> we get according 
to the last relation *

K(dn)r^j an,
k + \

X o o .

Hence and from the formula K ( a n)=n  follows (4).
Finally to deduce (6) it is necessary to insert in the (2) x = /7, n 

being given by (5). Then first we find

| j ^ j |  ~ C m + k cm -\-\'\-•• ' +  kr~~m Crt

and then it is not difficult to deduce the formula (6).
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ПETAP P. СЕРАФИМОВ

СОСТОЈБАТА HA HАПРЕГАЊАТА BO ХИПЕРБОЛИЧНИТЕ 
ЛУШПИ ПО ТЕОРИЈАТА HA МЕМБРАНАТА

Т ео ри ја т а  na  м ем бранаШ а д а в а  за  м н о гу  проблем и  од  ст а- 
Ш ички определено  поШ прена луш пи  д ост а  Ш очна ра сп ред ел б а  
на напрегањ ат а, о собено  за  сопст венаШ а т е ж и н а  и некои  и с - 
Ш акнаШ и т овара. H u e  ce з а д о в о л у в а м е  и со овие резул т аШ и  
од  д ве  прпчини:

а) резулШ ат иШ е од гов ара аШ  во  п овеќе  сл учаи  со добра  
п р и б л и ж н о ст  на сШ варнат а игра  на силиШ е;

в ) корекци јат д  ш т о ќе  ce добие  со  прилагањ ет о на тео- 
ри јаШ а на „ j a m “ луш ии  ќ е  ce Uomo/ce незначиШ елна , a upu 
т оа  м ат е м а т и ч ш т е  Ш еш коШ ии ce скоро  во  сиШ е сл учаи  ог- 
ро м ни  и ce иде и д о  проблем и  ш ш о не м о ж а Ш  да  ce реш ат .

Н о  и по т еори јат а на м ебранат а при  реш авањ ет о на си- 
ст ем от  на диф еренци јалнит е ра венки  ce д о в а ѓа  до гол ем и  
т еиш оШ ии, о соб ено  за  периодичниШ е т овари. З а  д а  ce и зб ег-  
нат  т ие Ш еш коШ ии и за  да  ce д о јд е  д о  некакво  п р и б л и ж н о  
реш ение, ce при б егнува  кон ап р окси м а т и в ни  реш ени ја  со  пом о-  
ш т а на см ет ка т а  на диф еренции . Н а ш а т а  ^ за д ач а  е да  ce 
н а јд ат  „ за Ш во рени “ реш енцја, т. е . д а  ce најдаШ  ионечни ои- 
ш ти инШ еграли  на д иф еренци јалнит е ра вен ки  и , р а сп о л а га јќ и  
со инт еграционит е конст ант и, овие да  ce опред ел ат  Ш ака  
ш т о усл о в и т е  на краиш Ш ат а да  бидат  задоволени .

I. Т ео р ет ск и  оеи ови

Бидејќи сите внатрешни сили по теоријата на мембраната 
ce сведуваат на нормални и тангенцијални, истите ќе ги оз- 
начиме на еден диференцијален елемент од нашата лушпа 
(сл. 2).

Средната поврвнина на лушпата е еден завртлив едно- 
гранен хиперболоид во координатната система QXYZ (сл. 1). 
Секоја точка на хиперболоидот може ,да ce определи со 
равенката

. 0 ) b2 Гц2 -  a2
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каде е Га2 = *2 + у2,

a a и b ce полуоските на хиперболата (1). Но исто така 
секоја точка е еднозначно определена и со двата агла a и 
ß. Првиот претставува агол што го прави радиусот на кри- 
вината р = Rpсо оската х, а вториот е завртливниот агал ß.

Хнпш т  Лзускл

i

Сите геометриски елементи на обртниот хиперболоид, како 
што ќе видиме, можат да ce престават во функција од 
овие два агла и константите a и

На сл. 2 претставуваат:
N a нормално напрегање во правецот на аголот ß ;
Np нормално напрегање no правецот на a;
Nap тангенцијалното напрежање no правецот на a а 

нормално на ß;
Рх компонента на товарите по правецот на осовината ;
Р у  компонента на товарите по правецот на осовината^;
Pz компонента на товарите no правецот на осовината z .
Нормалните и тангенцијалните напрегања за пресеците 

што ce за dst и ds2 разликуваат од овие, во кои владеат 
горните напрегања, cer

.. dNN a + ^ - d a , Nap + d N ap
d a

d a ,

N  p + dNp
dß N p a

d Npa
aß dß.

Сите овие сили можат да ce видат на диференцијал- 
,ниот елемент (сл. 2).
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На сл. 3, сл. 4 и сл. 5 ce претставени проекциите на гор- 
ните сили и тоа:

а) во правец на тангентата на хиперболата,
б) во правец на тангентата на еден произволен пресек ß,
в) исто како под б) но на силите во равнината на 

обртниот круг.
Од (сл. б) произлегуваат односите што ce на неа из- 

ведени.
Сликата 7 ја дава зависноста само меѓу нормалните 

цапрегања
ч N a и Np.

Од горните слики ce добиваат следните три симултани 
равенки:

+ R?siD«+РуГа =0,

(2) -  а(Л^ Га) ~ Np« Rp r«sin a + px r«Rp -  0,

Np Rp cos a - N a ra +pz r 0.

Од виртуелното завртување на елементот (сл. 2) околу ос- 
ката z ,и ако ce занемарат бескрајно малите големини од 
втор ред, ce добива:

(3) Nap ~ N f,a ,

т. е. за тангенцијалните напрегања во правците како што 
сме ги избрале важи односот за равна состојба на напре- 
гањата.

Ако е товарот ротационо симетричен, т. е. за секоја 
равнина што минува низ осовината z  е симетричен, тогаш 
и Np и Napне зависат од ß т. е.

(4) gß = 0, за f = . N p ,  N a p

Ако ce земат предвид условите (3) и (4), системот на пар- 
цијалните диференцијални равенки (2) изгледа:

-  d  (N ,a Га * +  N p  Rp  sin g -I py г « R  ., =  0 ,
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(5) -  -  -  N a?RP sin O,

Np Rp COS a -  Na l'a +Pz « 0.

Co еистемот на диференцијалните равенки (5) задачата мо- 
же да ce решава за сите ротационо симетрични товари.

II. Геометриски особини на хиперболата

Генератрисата на ротациониот хиперболоид е хипербо- 
лата (1), што е представена во-равнината (сл. 8).

За да може аголот а 3 што радиусот на кривината р го 
прави со оската га да ce земе како параметар, ќе ги вове- 
деме следните односи:

(6)

и оттука

(Ђ

|̂2 ј*
= tg y = cotg a — ~a‘z

N r a
a2 cotg a

Полупречникот на хиперболата e:

(8) p

а co оглед на (7):

2 r 2\ 3/г

* - 4 )  •

(9) » b2 1

На сличен начин може со помошта на (1) и (7) да ce 
изрази и r« во функција од сс:

(10)
a2 cos a

“ (ß2 cos2 a sin2 a)'k ’

и ќаполно аналогно, користејќи ги (7), (9) и (10):

а Ч 2Rp = (a2 cos2 a -  b2sin2 a fk ’( 11)
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(12)
9

b2 sin a
(a2 cos2 a -  b2sin2 a;)'/> ’

За решавање на системот на диференцијалните равенки, 
потребни ce и следните односи:

(13)

и

d ra _ a r i s i n g ______ Q .
d a (ö2 cos2 g -  b2sin2 cc)8/* p S111 a

/*« c2 cos2 g -  b2sin 2g 
(14) R ^ T a ---------------F‘-------------

Co односите (6)—(14) што сите произлегуваат од гео- 
метриските особини на хиперболата (1), можат да ce барат 
решенија на диференцијалните равенки (5).

III. Состојба на иапрегањ ата 
за р = const (сопствена тежина на лушпата) 
Во овој случај ce има:

Р -  cos a ,

(15) Рх -  0,

Pz = - p s in g ,

и со овие од (5) ce добива:

d N'ct к r d f  Cf. n  A-  r a .. -  Na - j ^ -  +  R p N p S i n a  +  p r a RpCOSa = 0 ,

(16) - r a ^ - N a?- ^ - - N apR? sina~0,

Nß R?cos a -  /V« r a -  p ra Rpsin g -  0.

Од третата равенка на (16) ce добива:

JV p Rp
N a a + p ra Rptga.(17) cos a
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Co оваа вредност од првата равенка (16) ce добива:

d N  d  ̂v v 'ra —7—  - Na, g -  Na 1— sina + p r « (cos a + tgcos‘a) = 0,a a  wee cos cc

или, no сведувањето и уредувањето:

< П а >

Од (10) и (13) ce добива: 

1 dr  a(18) 62 tg a
r a «fa e2 cos2 sin2 a

така што co (17) и (18) од првата од (16) ce добива:

(19) 4 r ^  + M*t g a f —^ . ž------l ) -v ' da V a2 cos2 a -  sin2 a !

___________РД262 =0
cos a (a2 cos2 a -sin2 a)3/s• %

Диференцијалната равенка (19) e една линеарна диференци- 
јална равенка од прв ред. Нејзиниот општ интеграл е:

(20) yva = -e x p ( / ô2 t g a 
v a2 cos? a -  sin2 a - tga j da *

• C + p a2fexpf b2i'ga  ) " l a2 cos2 a -  sin2a -tg a j

da  11
(a2 cos2 a -  62 sin2 a)Vs Ir

Интеграцијата на:

У= -exp{( 62tg a
a2 cos2 a -  b2 sin2 a tga) da.

. ( a2 cos2 a  -  sin2 a)1''2
cos2 a

дава:
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и.на сличен начин:

j  _  П  b2tg сс ) , ______cos2 a_
Ji -  eXP J ( ß2 cos2 a  _ £2 Sjn2 a  ë aJ (ß2 C0S2 a _ Ѕјц2 a '

Co овие вредности ce добива од (20): »

1 С 4- па2 /)21 cos a d a  j
v  T J I / U  U (a2 cos2 a -  b2 sin2 a)1/2J

Смената sina  = r овозможува да ce израчуна горниот инте- 
грал, и по извршената интеграција и минувањето на ста- 
рата независно променливо a ce добива:

(21)
(a2 cos2 a  -  b2 sin2 a)lk

cos2 aN a =-

Pb2 , a+\Ja2 + sina[ r i  —  [n g + +  ^  sina t p ^ sinoc 1 
L 4 a\]a2 + b2 a -  \Ja2 + b2sina 2 [a2 -  sin2a] J

Co помошта на (21) може да ce од (17) израчуна и N? :

(22) Np a2 cos2 a -  bsin2 a
b2 Na + p a2 sin a

(a2 cos2 a -  b2sin2 a)1,‘2 ’

Тангенцијалните напрегања N a? можат да ce определат од 
втората равенка од (5), што е независна од N a и Np. Таја 
ги разделува менливите:

(23) dNap \Г ( 1 dr<*
d a  ' ар^ а  d a  ra )

Co обзир на (10), (13) и (14) ce добива:
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а рd K
da

или

b2 tg а - + ■ 62 tg a
2 cos2 a -sin2 a ' cos2 a

dNgp_  g _______ ќ2 tg «
. jVap a2 cos2 a -  sin2 a

Интеграцијата дава:

. 2 ) d a  ;
-  b2 sm 2 a /

d a .

(24) Nap = Ct à2 cos2 a -  ô2 sin2 a  
COS2 a

Со добивањето на општите интеграли (21), (22) и (24) про- 
блемот е од математичка страна 'решен, но тие решенија, 
од гледна точка на механиката на деформабилни тела, тре- 
бе да бидат такви, константите С и да добијат свои 
физикални значења. Овие значења тие ке ги добијат од 
условите на краиштата. За товарот што ce исгштува тука 
важат следните услови:

а) на горниот крај, т. е. за a = a 0 треба да e 0 
(бидејќи над таа зона a = a 0 нема товар

б) во истата равнина, т. е. за a  = a 0 треба да е и 
Naр = 0, од истите разлози како rope.

Вториот услов од (24) дава:

С1 = 0

а првиот од (21) дава:

(24а) С=- pb -  j g + y/д2 + ќ2 sin a0 pb2 sin a0

4 a ^ a 2 + b2 a -  \Ja2 + b- sin a0 2 sin2 a 0 ’

и co ова (21) добива облик:

Na = p b 2
2 cos2 a (a2 cos2 a -  b2 sin2 a)1/2 •

1 j n (a+  esin a ) ( a - e  sin a0) sin a
2 ae (a + e sin a0) ( a - e  sin a) + a2 cos2 a -  b2 sin2 a

sin a0
a2 cos2 a0 -  b2 sin2 a 0 J

I

(25)
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Kora ce има (25) може од (22) да ce добие Лѓр :

(25а) N« 2 COS2 a (a2 COS2 sin2 a)'/2

{(ß2 COS2 a b2sin2 a)[
1 (a + esin a) (ß -  sin a0) + 

2 ae (a + esin a0)(ß -  esin a)

+ sin a sin an
a2 cos2 a -  b2sin2 a e2 cos2 a0 -  sin2*o ]

+ 2a2 sin a  COS2 a }■

Од условот да e Q  = 0 ce добива и

■Na* - 0
s 1 - >

т. e. тангенцијалните напрегања од ротационо симетричен 
константен товар што немаат компонента по х  осовина ce 
еднакви на нула.

Ш-А. Д искуси ја на добиените резултати

Хиперболичната лушпа е по својот облик веке една 
на горниот дел отворена лушпа. Можеме да го дискутираме 
резултатот за да види.ие како ќе ce владаат напрегањата, 
ако ce изврши таква трансформација на хиперболата, ако 
таа мине во круг: * •

(26) r a2 + z2 = ß2.

За да ce дојде од (1) во (26) треба да ce земе b = ai, каде 
е i = \Ј -  1 Ако ce замени b = ai во (25) ce добива од :

prj, ^ _____ 1_____ !п (ß +  y/ß2 +  b2 sin a) (ß -  Vß2 +  b2 sin a0)

2 a s j a 2 +  b2(a  + \]cr  h- b2 sin a 0) (a  -  \/ß2 + b2 sin a)

неопределениот израз:

(28) .v K«.-Q-

Оваа вредност прави N a да биде исто така неопределена, 
т. е. да нема никаков механички смисол. За да ја опр&дели-
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ме вистинската вредност на (27) треба д а  ce  примени L’H o  
spital'OBOTo правило со  ознаките":

f  (h) -  In (a+\Ja2 + b2sin a) (a -  \Ja2 + b2 sin a0) 
1 (a + \ja2 + b2 sin a0) (a -  \/a2 + sin a)

(29)
f 2(b) = 2asja2 + b2.

L’Hospital-OBOto правило дава:

(29a) K - Ш - lim
sin a -  sin an

Uib) a ^ b i a2

При трансформацијата b = ai минуваат и аголите a и«сс0 во: 

(30) ' a = -  (90° -  r),

а0 = -  (90° - Го),

каде е y агол мерен од оската z. Co овие вредности за 
(25) lie ce добие:

Na = -  skm  С̂0Ѕ Yo ~ соѕ г )-

Овој резултат ce поклопува со то]' за отворена каблова 
лушпа (купола) (в. напр. Beyer: Statik im Eisenbetonbau, 
Auf I. II, стр. 751 формула 1118).

Истата дискусија може да ce проведе и за N& од
(25а).

Имајќи предвид (29а) од (25a) ce добива:

N a =р 2а cos a м *
sin a -  sin a0 sin a sin

ИЛИ

a* aл

+ 2а~ sin a cos2 a j ,

in a0l
1 Г \ +

Na -  л — {2 sin a -  2 sin a0 + 2 sin a -  2 sin8 a0} = 
r 2 COS2 a 1 UJ

ap
COS2 a (2 sin a -  sin a0 -  sin8 a ).
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Со обзир на (30) ce добива:

= Sin*y ( - 2 соѕ Г  + соѕ Г о +  соѕ8у),
или

Np = ар СОЅ Уо -  COS Y
sin2 y cos y )■

што ce поклопува за отворена топкаста лушпа [Beyer стр. 
751 Aufl. II формула (1118)]

IV. Константен товар Р ѓ/т  на горниот крај на луш пата

Константниот континуиран товар на горниот крај 
на хиперболичната завртна лушпа (сл. 9) може да ce раз- 
ложи на две компоненти Рг и Р 3 во правецот на тангента- 
та и во правецот на нормалата:

l i ---------,
cos a

Р 3 = -  Р sin a..

a  ?
Последната компонента дава една компонента во равнината 
на горниот круг:

Р 2 = -  Р3 COS a = Р  Sin a COS a ,

што ќе биде примена од самиот круг што треба да е отпо- 
рен на свиткување. Ова ни покожува, да ако постојат то- 
вари на горниот крај на лушпата, оваа треба да има обрач 
отпорен на свиткување.*

За нас претставува интерес само компонентата Р х. Во 
равенките (5) треба да ce сложи:
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и ce добива:

(31)

Рх-Р у  -  Pz= 0,

iVp R? cos a - = 0 . 

Од третата равенка од (31) ce добива:

<32>

и првата ќе добие облик:

fl IV«  . .  d/"(ï . . т л
— fa~~j N a  ~~j ’ t" Œ =  0 .  da da

Co (13) и (14) од горната равенка ќе ce добије:

d N a /  62 - \ „
da V û2.cos2a -  sin2a /

и после интеграцијата на оваа диференцијална равенка:

(33) N a =С \Ј a2 cos2 a -  sin2 a
cos2 a

Co оваа вредност од (32) ce добива:

N R? COS8 a a2 cos2 a -  sin2 a ,

или, co обзир на (14):

(34) Na -  C (a2 cos2 a -  b2sili2 a
b2COS2 a

За да ce определи интеграционата константа, треба да ce 
тргне од условот на крајот :

: -  сс0 » Nao ~ Ri ~ COS а0
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и со тоа од (33) :

/осч г _________ Р  СОЅ ______
'  . (a2 СОЅ2 а0 -  ö2 sin2 а0)'/*

Со помошта на (35) ce добива:

P  cos aо т / a2 cos2 a -  sin2 a(ЗЗа) N  a = - COS2 a y ß2 cos2 a0 -  2 sin2 a0

ï IV — C0S a° ~\/ (a2 COS2 a -  6; sin2 a)8
' Л p b 2cos2 a  \ a2 cos2 a0 -  2 sin2 a0

Од втората равенка на (31) Ce добива:

n! -А̂осв ■ r sr • rv
~ "da  ~da NapRp sm a = 0,

ИЛИ
d N _, 

d a

ap
+  I —

1 dra sin a
Г« da H-

Co обзир на (10), (11) и (13) и no уредувањето, ce добива:

d Mop
+  N a

2 b 2 tg a
=  0 .

d a  afi û2 cos2 a -  ô2 sin2 a  

Интеградијата на оваа диференцијална равенка дава:

лг =С C0Sa_______
ap 1 a2 cos2 sin2 a

Интеграционата константа Cx iće ја добиеме од условот

а  =  а 0 , =  0 ,

т. e.
Çi=0,

и според тоа, N ap = 0 за сите пресеци на хиперболичната 
лушпа.

Дискусијата извршена како во lila на резултатите (33a) 
и (34a), дава резултатите, трансформовани за топкаста 
лушпа, да çe сложуваат co веќе познатите резултати,
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V. Периодичен товар
Периодичен товар може да настапи во главно од овие 

три причини: а) товар од ветар, б) од начинот како краи- 
штата ce изведени, в) од некакви осцилации што би ce ја- 
виле во лушпата.

Во секој од овие случаи може товарната функција, a 
според тоа и нејзините компоненти ру , pz да бидат 
претставени со тригонометриски редови на аголот ß и во 
кој изразите Xn, Y n , Z n ce функции само на аголот а. Овие 
функции изледаат:

п

Рх = 2  Хп Sin «ß . 
i=  1

n

(36) -  2  Yncosnß,
г=1

П
P z = 2  Zn cos ПЏ

i — 1
n = 0, 1, 2 ,... oo.

/ '

Парцијалните диференцијални равенки (2) во случај на рав- 
новесие на внатрешните и надворешните (36) сили, ќе би- 
дат задоволени со следните односи:

п

Na — Nan COS flß ,
i=  1

(37)
n

N? = J ?  Ncoš ßß,
j=l

П

=  N a?n Sin /7ß , 
i=  1

ако ce функциите А̂ ал, ЛГрл, ЛГарп функции само од аголот 
a  и ако секој член од горните редови ги -задоволува след- 
ните диференцијални равенки ;



#р џ ( 2  sin fiß) - ^ г ( г« 2  соѕ nß ) +

+ Rpsin « 2 ^  cos nß = ra 2  cos ßß'

(38) R ? N?«co s«ß) - è (Га 2 sinffß) -

-  Rp sin a 2 ] Napn sin = ^P 2  Sin ßß ’

/?p COS a 2 "  Лѓрл COS «ß -  r« Nan cos I  COS flß.
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Ако се изврши диференцирањето, имајќи предвид да N an, 
Npn, Napn, Xn, Yn, Zn се функции само од a , ce иде до 
следниот систем на обични диференцијални равенки:

п RpNapn cos nß -  cos nß +

+ Rp Npn Sin a cos rtß= -  ra Rp Yn cos ,

-nRp  Npn sin sin nßđ (/' a Na'n)' 
da

-  Rp Napn sin d sin = ra sin ,

Rp COS a Npn COS nß -  r a Nan cos = Г« Zn cos .

Како што ce гледа горниот систем после скратувањето 
cos/zß ќе даде;
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(39) n RP N apn + sin a = -  ra Yn,

(40) n RP N pn + d^ ad^ a?r‘} +  Rsin a = r*  ,

(41 ) Rp N p„GOS <X — Гa N . — .

Значи, условите (36) што преставуваат еден периодичеи то- 
вар и односите (37), што ги даваат напрегањата пак како 
периодични функции, прават од системата на парцијални ди- 
ференцијални равенки (2) да ce дојде до обични диференци- 
јални равенки (39), (40) и (41).

Од (41) следува:

(41 а) г г a N.an = Rp NРп соѕ сс ~ « RP ,

а диференцирањето ќе даде:

da (Nan Г“') = ^  С0Ѕ а^~ d^. (~Г,Х Zn)'

Co овија вредности од (39) и (40) ce има: 

d(42) п Rp N à p n — (TVp/z Rp cos a) + Rp  sin a N p n —

= -  Ta Rp Yn - ■

ci(43) Tl Rp Npn ( Napnf'a) + Rp sin a Napn = X n Гa Rp ■

Примениот начин за решавање на вакви системи од дифе- 
ренцијални равенки е од овие Да ce елиминира една непо- 
зната функција Npn или N apn и да ce добие една Диферен- 
цијална равенка од втор ред. Но ако ce иде по овој пат, а 
предходно ne ce изврши некаква трансформација, ce доваѓа 
до една Hill-ова диференцијална равенка и нејзиниот инте- 
грал е од облик што неможеме да го користиме за поиата- 
мошната дискусија. За да можеме да најдеме едно конечно 
и „затворено“ решение ќе извршиме трансформација на ко- 
ординатите'така; што. сите геометриски особини на хипер-
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болата a и односите во II што ce јавуваат во (42) и (43) 
ги представиме во елиптични координати.

Декартовите • правоагални координати y, во функ- 
ција на елиптилните rj, ß ce дадени со односите:

»

х = е \/(1 + Š2) (I -  if) sin ß ,

(44) y  = e v /( l+ ^ )(l - n 2) sin ß ,

z = e% г), e = \/аг + 2,

и, ако ce има ротационен едногранен хиперболоид, треба 
да е ц = г)0 Меѓу % и еод една и полуосовините и од 
друга страна, постојат зависности:

(45)

Со равенката-:

a = е y 1 -  %2, 

b = er\0.

(46) ra*~x* + y* = e*{\+l*)

и односите (45), равенката на хиперболата ќе биде:

(47) Га2

*2(1 -% 2)

Пошто во (42) и (43) фигурираат =р, ra, со ѕа , s in a ,
то сите овие треба да ce престават во функција од новата 
елиптична менљива §
Ако ce смета z  како функција од га, од (47) ce добива:

( « )  Z Z ' . J

и z' има значај на тангенсот на аголот ,од тангентата на 
завртната хипербола (47) или (1) што таа го заклапа со 
оската ra. Со обзир на (44) и (4б) од горното ce има:

Ло V1 + £2’
V T -17 в

(49) z' =
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Втората диференцијација на (48) по га дава:

z'2 - ^ Ц г ,
1 - V

и со обзир на (44) и (49):

(50) % * Ј_ 
e ( i - V )  š8

Co помошта на'(49) и (50) радиусот на кривината р = /?р мо- 
же да биде напишан:

(51) Р = Rp -  -
ilo V 1 V

=  (Š2 +  4o2)% .

Од сл. 11 ce гледа дека е y = 90 -  a и co тоа ce има, 
co обзир на (46) :

(52)

(53)

(54)

tg y — z' = COtg a =

sin a =

% , V i+ ^ 2
V l- ilo 2 Š ' 

?» Vrl -  %2
v '1 + COtg2 a Vs2 + %2

n --------- ........... i > ' n 0  V  1 +  Š 2cos a = v 1 -  sm2 a = ■■ ■1 __ ,
' V?2 + %2

(55) /?p COS a “ -  r a

(56) Rp sin a  = -  1 + r)o2)-f a

Од (52) ce има, после диференцијата:.

(57) d a - l b
. ( s 2 +  ilo2) V l + S 2.

Односите (53),,(54), (55), (56) и (57) ни дават можност 
диференцијалните равенки (42) и (43) да ги напишеме во 
облик:
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(58) п gfô2 + %2)%
VI -Чо2

Naßn +
d_

dl
 ̂N рп гаŽ2 + Г|о2 ) 

1 - V  / '

. C42 +  4o2) V i  +  š 2

.% Vi -  %2
- - -М Ѕ 2 + Чо2) Л ^  = /(«), 

Цо

(59) -  п g2
% V1 ~Чо

Npn + — ̂ t'aN, ß2+V)Vj_+§2 \
Ло V i -  rioa /

- ~ M Š 2 + %2) ^ a Pn = 4>.(a), 
Mo

каде ш то е независно промешшва £ а ѓ(а) и ср (a) ce :

(60) f(a )=  - y n r a R P ^  (Zn

(61) ф (ce) —  Kn F a Rß •

каде ш то сите големини, зависни о д  a , после ќе ги изра- 
зиме во функција о д  2,. По упростувањ ето, диференцијал- 
ните равенки (58) и (59) м ож ат д а  ce напишат во облик:

(58а) ne yg,2 + %2
V T+F

К ' a Kßn^a ¥ + 3 l \
1 -  îlo2 /

g ^ y i -  %2
у т т р

Npn = f(a) Чо yi -  V
( è 2 +  iio2)  У Т + F  ’
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(Wa) 1 0

= f  ЛтЛ % V ~9o"
i ^ +цo ^ v / r a 5

Коефициентите од Napn и во (58a) и (59a) co об- 
зир на (46) можат да će напишат во облик:

Naßfi —2 -оср/Г 
I

(62) ć W O + S O d - V )  ^ г . .
V Î T ?  (i + ^ ) / Г г л7 %

_ н v^2+ V
(i + š2) v'l “ Ло*

(63)

(64)

(65)

+ у  = Гк š2 + v  ' V1 + %2J 1 _ lü _______ _l______1 —  J

^ т т р  ■“ 1 + Чо2 (1 + š2) / 1 2 + Чо2
_______ v

fiVlzi!2!=-^eVTT+FRr^= -тт7;г“>
V i+ £ 2. 1 + ^2 * 5

5 r  Nu __JL _  J-Hil®2- ^±Ü!L Г«.
^ / T T F "  1 + £2 š2 + ^ \ 1-1102

/a?\ (64) и (65) нашите диферен-
ц ф £  р Г е Г V A 'H Ä ^ B a a i  à -

(66)
п л Ц ѕ Ј ѓ ^  (Nv ,r„)+ ±

l ~

+ 4« \
4‘

7 ,r £ + % :
-* -----— — O I ^ Р «  r “  1 _  n -2

" 1 + 2,2 ï,2 + По  ̂ 1 %
) - / l ,

(67)

I  Ј ј Ј Л
*  2,* +  Чо‘ Ч '  *IU '

л v T E 2 - =  ( лг,„ r« Ç ± 4  ) + £  (M *, m  -
1 - %  /  *

Т+?
(Мхр/г = Ф1>

,  ,  о з н а ч е н и  десните страни од (58а) и
во кој ce co ti и 
(59а).
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Наместо нашите непознати функции N?n и ке ги
воведеме следните нови функции:

(68) Ul — Га Nafin )

J J  _ r  I мU2~ УСС 1 ™ 51 - .V

и наместо (66) и (67) ќе ce добие:

(69)

(70)

l+£2 1-  V  d<? 1+5 V  '°

n y/T^rio2 u  + dU±------- 1— Ih -V i-
( 1+s 2) 2 ^  1 + ^

Од диференцијалната равенка (70) ce добива

(71) t/. (1+ §2) v/,̂ 2+ïi°2 ___ -—
« Т и ^  1 + ^2

Ti

a од (71)
dv, ( \ + i 2) ^ / W z 3 l .

-------------dš*dl n s/T~r\o2

+ r  3 |4 - 2 S i . ! ± L _ . i i £ i ÿ l  

г «.4.2Мл*+? IL i i a i S a i
Ч » ( 1 + ^ П Г чЛ11г+5*> » ( ‘ +f )V

r< ' + 2 V . ^  + ž ( l + g l i g + ü i - ^ 2
35 +^.L3o_±A=-.q)1- — ds

u,

п̂{ГцS f + Î )
т ч BO (69) и no упростува-

По смената на овој израз и
њето, ќе ce добие : _

(1+52) v /F +Ч? + 2 S + 40 ■: rfž ' 2

(2S» + i+ rt» )V g + g .  tf1- / 1/ i \ ^ ^ + 3 š *1^ a + Ifc*H'

1+ ——-2 rfCpl 
+  ( l + ^ ) ^ 2 +  ïl° d l
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или

(72) (1 + + 2š ( l+ š 2) - ^ r - - ( 2 š 2+ l+  Ut -

= /x " (1 +Ј 2 Д ~  V  + 3 M l + I s) Ф1 + (1 + s2)2 ■
V s2 + rio" d l

Хомогениот дел од горната диференцијална равенка е 
од облик:

(73) m  US + ~ f ' (l) < Л '+ Ш  Ui-O,  

каде што е:

(73a) /(Š) » (1 + š2)2 и g ( l )  Î + пђ.

За /*(!,) 0, што во нашиов случај е (пошто за секое
I  e /(£,)>.()), диференцијалната равенка (73) може со сме- 
ните:

‘ Ч т " и л 1 ) - т ' "

да ce донесе во облик:

(75) К '+ * ( ѕ ) И - 0 ,

каде треба I да ce замени од односот (74). Во нашиов 
случај ќе биде:

* -  j* -  arctg š >
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т. е.

(76) š - t g  *.

За 4?(£) ќе добијеме:

* (£ )-  -  (2 tg2 ѓ + 1 +

и (75) ќе изгледа:

V"-  ( 2 tg2r + l  + « 2) К =  0,
или
(77) I/" соѕ2 ѓ -  [2 + (л2 - 1) соѕ2 r] К - 0. 
Тури ли ce

= «2 -  1,

тогаш е општиот интеграл на равенката (77):

(78) F -  соѕ f ^ Г 1 d (rt i р ]
1 - Е 5 П л (с ‘г- + с *е >Ј-

По извршеното диференцирање во (78) ќе ce добие: 

(79) Р {yJ-p + Xgt) ^-р -  С*е~^  Р { -  у]~р +\gt) .

Со помошта на (72) ќе добијеме:

\Грarctg §,
(80) U , - C, e ( ' J p  +  D s/ p - C č  V p a r c i g l  ( \ l p - l ) \ l p .

Пошто нас не интересува општиот интеграл на диферен- 
цијалната равенка (72) што има самостален член;

(81) 1 = n{l + ̂ _У_1 ^  + 3 H l + ^2) У! + (1 + ^
ѕ /^  + Чо d l  9

тогаш константите С* и С2 во (80) ќе ги определиме по 
Lagrange. Ако сложиме:

(82)

V p arctg §
л - в  • ( \ / р+1)ѕ/р,
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forain ce добива за Ct и С2:

‘ J f ü i - Ѕ Ј Г

r  f . „
* J т п т п '

каде што ce Aи Bадитивни константи co кои ќе распола- 
rame така што да бидат задоволени условите на краиштата.

Go обзир на (76) ce има:

arctg I ,

. / -  ^ - s J p l +  \  +  p  /  p arctg g,
j2 v z7 г + i 5-— e

и именителот од подинтегралните функции ќе биде:

Ji Ji J2J1 — -  2 \јр{\+Р),
1+Š2

т. е.

C l ° " 2 p (1 + р )  I +  ^8) ( V p - ž) I e v d l  + A ,

~ ~YpJT+p) J* ̂  + ^2) (Vp + š) W(h)e d'^ + B,

— V~p arctg 'i 

VI  arctg §

и, co овие вредности, општиот интеграл од (71) ќе биде:

(83) = . g/~p arctg š
2 \/p (l +Р)

Г _  -  arctg š
' J 0  + ѕ2Ш р - ѕ) И ѕИ  d 5-

f . V p - Š  g -  /  p arctg š
2s/~p(\+p)

+ Ae

| d  + šs) (v> t 5) «’(š) « 1 " <|ГС1* L'd l

'rJ" c,s 5 ( /p + l ) V P + f ie -  ,rc'* s -  š) ^  ■
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Kora е познато Ut , со обична диференцијација од (71) 
може да ce определи £/2.

Знаејќи ги Ux и (Ј2 од (68) може да ce најдат:

bl
(84) . A W  —  -' OC

N  -  i l
■ —  . /;C2 T  n  2\ u 2)"a KP + %

a од (41 a) co обзир на (84),:

/qtv\ A J _  RpCOS OC (1 — r|j ) .J n  y
\b0) ■/V«n -  /.a2^2 + Ijo24 ■ U*

Bo општите интеграли (84) и (85) треба N an, , да^
бидат изразени во функција или од a или.од во нив има 
две интеграциони константи A и што требе да бидат 
определени од некои дадени почетни услови.

Да видиме cera како ќе ja извршиме интеграцијата на 
интегралите:

A “  j ' ( l + 6 2) ( v p  - s )  ll/(š) e "  ^  arctg

\0 + ¥ ) i \ /~ P  + l ) W ( l ) e VparCtgê d l ,

ШТО ce јавуват во (83). Да ja најдеме прво w(l)  во фун- 
кција од l .Од (81):

(81) ^ )  = Д
B (l+ g )N /j_ -^

\ ^ + V
- з ѕ а + ^ Ф ^ + о + ѕ 2) d l

a co оглед на:

(82) II

(83) cp1 = f(a)

% Vi -% 2 
(š2 + %2) \ / T T p ’

% V i -  V ,
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при :

(60) / ( a ) -  -Y-*-[Za ra RP)t

(61) ф (ce

ќе ce добие:

(84) W ( l ) - [ -  Yn AV. RP -±  (Zni"a R,)] n ̂ g r +^ i - ± i2 +

-  r~ ra ) J +3£% ^1 -  %2 y/1 
l 2 + 4*

+ (1+ è2)^ { [ - r n r«/?p A
da (Zn r « n ч1 % V* -  V  

J ß 2+4o2) V i + ^

Насекаде во (84) треба сите големини да бидат изра- 
зени во функција од I  и тоа со помоита на трансформациите 
(49) до (57). Заменувајќи ja така најдената функција во ^  и 12 
подинтегралната функција ќе биде така комплицирана што 
интеграцијата ќе биде невозможна. Но ние можеме подин- 
тегралната функција да ja замениме со една парабола од 
степен поголем отколку е степенот на подинтегралната фун- 
кција. Оваа парабола ќе ja добиеме така што коефициенти- 
те а0, alt ait---an да бидат определени по методот
на најмалите квадрати. Ако со F ce обележи подинтегрална- 
та функција, тогаш коефициентите а, (/=0, 1, 2,•••,«) треба 
да ce израчунат од системата:

P  (a0 + «i ?> + ••• + «/ 11 + --- + а 1п) d l =  [ 2 F ( l ) d l ,J Si ' * bi
(85)

\ ^ ( a o  + a1l  + --- + ai li + - ..+an ^ )

(%+ a, l t+ ...-+at У + ■ ■ - + an 5 «) у d% = ј Ј '  V

jj* (*o + «i Š + • • • + V  + •• •+ e„ ѕл) š* dI  = f  š" Fß)

каде ž,! и l 2 ce двете вредности во кои варира I за даде- 
ниот случај. Интегралите од десните страни на систеадата
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на (п+ 1) равепки (85) можат да бидат израчунати no Sim-
son или некако инаку. Ако ce ш а система со повеќе равенки 
од три, за да ce израчунат константите at (/=0, 1, 2,•••, п) 
најдобро е да ce примени Gausoviot алгоритам, што е за 
техничките проблеми веќе и влезено во пракса и дава резул- 
тати, ако бројот и не е многу голе.м, употребљиви и доста 
точни. Да напомениме дека £ варира за практично примен- 
ливите случаи меѓу 0 и 2—3, тогаш интегралите од десните 
страни можат да бидат лесно израчунати. Бидејќи £ може да 
варира во интервалот:

ако хиперболоидот оди на двете страни га, треба да ce 
земе интеграција:

Во специјален случај на периодичен товар само no z, т. е. 
кога ce Yn = 0 н Х п = 0 a Zn = kf(a), каде што e функција
само од ß, ce добива од (60) и (61)

О ^ Ѕ ^ о о ,
то, од

(86)

(87)

Ф (a) -  0.

За случај за товар даден по законот

(88) Zn = pßw sin2a,
каде e
(89) ßw ~ ßw (ß)>

ce добива co оглед на (10) и (11):

и за (87) ce добива; no сведувањето :
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/(« ) = d a [p ß
a *  b2 sin2 cc cos a

w (a2 cos2 a -  b2 sin2 a)2 J

sin a [a2 cos4 a + cos2 a  + sin4 a]*pßwö4 &2 (a2 cos2 a  -  bsin2 a)3

Земајќи b обзир дека e % = — и односите (53) и (54) ce добива:

f(a) = - p ß
sin a (e2 š 2 -  b2) [22 e £4 + (3 b2 + e2) $2 + 2 b1] 

(b2 + e2l 2f

Co горната вредност и no упростувањето :

(89) ' npßwa9 ѕ Vi +Š2 2 e2š4 + (3 + £2 + 2 f>2‘
6 S + (b24 e2 £2)8

Од (89) а co обзир на Јх и J2 ce гледа дека подинтеграл- 
ната функција би била од степен I или II или IÜ во зави- 
сност од това, која приближност ќе биде земена за
çfp&Tztgl' j oa покаЖуВа дека апроксимацијата во систе- 
мата (85) може да ce ограничи на три до четири члена.
Ако има да ce испитува само случајот на потпирањето, то- 
гаш во И/ß )  ќе ce појави само Yn како функција од a и, 
пбради воведените трансформации, од Това настапува 
од причини, што потпорите на хиперболичната лушпа ce 
така уредени да дејствуваат по правецот на тангентата од 
хиперболата.



Spannungszustand hyperbolischer Schalen 35

Peter R. Serafimow

SPANNUNGSZUSTAND HYPERBOLISCHER SCHALEN NACH 
DER MEMBRANTHEORIE

(Zusammenfassung)

(Größter Teil dieser Arbeit ist aus der Dissertation des Verfassers, 
welche er im Jahre 1947 an der Technischen Hochschule zu Dresden bei 
Prof. D r -Ing. K- Beyer und Prof. Dr.-phil. F. Wiliers- abgelegt hat).

Die Festigkeit der Hyperbelschalen kann, wie die Erfahrung gelehrt 
hat, nach dem Membranzustand beurteilt werden. Oberer Rand ist kräfte­
frei, so, daß dort mit Na = 0 und Np = 0 Randbedingungen vorgeschrie­
ben sind. Die Stützung am unteren Rand soll so beschaffen sein, daß die, 
in diesem Bereich auftretenden Spannungen der Formänderung der Abstütz­
ung zugeordnet sind. Diese Bedingungen werden selbst dann, wenn sie 
nicht 'zutreffen, als vorhanden angenommen. Die an der Schale angreifen­
den Kräfte sind unabhängig von ihrer physikalischen Bedeutung, stetig 
über dem Mantel ve teilt, so, daß der Spannungs — und Verschiebungszu­
stand stetig ist, und daher zunächst an einem Differentialabschnitt festge­
stellt werden kann (Abb. 2). Auf den Abbildungen (3), (4), (5), (6) und (7) 
sind die auf den Diffe entialabschnitt eingreifenden nneren und äußeren 
Kräfte in Richtungen: a) der Tangente der Hyperbel

b) „ „ des Breitenkreises
c) der Normale der Hyperbel

projeziert. Dabei kommt man zu den folgenden drei simultanen partiellen 
Differentialgleichungen :

^ rr Rp - Ö(N*«a) + sin a+Py ra “ °’

(2) ---- ~  ' ~  R p f ixsin a+pxi'a = 0,

Nß  Rß  COS a ~ N a  Га + P z  Га Rß  ** 0 .

Eine virtuelle Drehung des Elementes (Abb. 2) um die z Achse gibt, wenn 
man die unendlich kleinen Größen zweiter Ordnung vernachlässigt, das 
Resultat (3). Das heißt, die Scherspannungen für die Richtungen, die wir 
gewählt haben, verhalten sich wie bei dem ebenen Spannungszustand.

Vier rotationssymetrische Belastungen N ß  und N a ß  sind von ß 
unabhängig (4). In diesem Falle geht das System von den partiellen Diffe­
rentialgleichungen (2) in:

-  +  N ß  Rß sin a j-py ra kß = 0,U CC 4̂

(5)
_ dÿsUpjj*)_ sin а+

da r

Np Rp cos « -  Nara +pz  r« Rp = 0.
• über
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Also, gelangt man für die rotationssymetrischen Belastungen zu einem 
System von gewöhnlichen Differentialgleichungen (5). Mit Hilfe der Abb. 8 
und den Beziehungen: (6), (7), (8), (9), (10), (11) und (12) sind die geo­
metrischen Eigenschaften der Hyperbel bezw. Rotationshyperboloid be­
stimmt.

Spannungszustand für p**konst.

Die Belastungskomponenten sind durch (15) bestimmt. Mit (15) und 
obengenannten Beziehungen geht das Gleichungssystem (5) in:

-  Га - -Na ~~T~ Rp Np S in  oc -j- py Га Rp COSot =  0 ,
CL a  ß  cc

(16) -Г а  dNap__Napd r ^ _ Na?R?
Ct CC CL CK

Np Rp COS a — N a Г а - p z  Га Rp S in  cc = 0 

Mit (17), (10) und (13) geht das obige System in:
über.

(19) d N a  , лг , f b2 A
d a  + a §a lß 2 Cos2a - ö 2sin2a l )

____________p a 2 b2__________
coscc(a2cos2oc-£2sin2a)3/2 “

über,
d. h. man gelangt zu einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster 
Ordnung, in der die unbekannte Funktion N a ist. Die allgemeine Lösung 
ist:

/oi\ \ T ( a 2 c o s 2 a - ö 2 s i n 2 a)72 Г pb2 . . a+\J a2+b2 s i n  a(21) N  a * - ---------------------------— j CH------y— — In----- -----------------
cos2 a  L 4a y a2+ b2 a - y  a2+b2 sin a

+ p b 2 sin a
2 [a2- ( a 2+ £2)sin2 a ]

Aus (17) bekommt man:

(22) Np
a2 cos2 a  — b2 sin2 a

W “ Na + pa2 sin a
(a2 cos2 a  — b2 sin2 a )lh *

Die Kräfte Nap kann man aus der zweiten Differentialgleichung des 
Systems (5) ermitteln. Die Lösung ist in (24) enthalten.

Die Integrationsconstante C kann aus den Randbedingungen oc =  <x0 , 
N a =0 für den oberen Rand aus (21) ermittelt werden (24a). Damit sind 
N a und Np durch (25) und (25a) eindeutig ermittelt worden. Die Diskus­
sion dieser Ergebnisse, wenn man a-> b i, a  -> —(90-*) nimmt, zeigt, daß 
das Rotationshyperboloid in eine offene Kuppel übergeht und N a und 
Np mit den Formeln für dieselbe übereinstimmen (s. K. Beyer, S-atik im 
Stahlbetonbau 2 Aufl. 5, 751, Formel (1118)).
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Di© konstante Belastung Ptjm  auf dem oberen Rande.
Für diesen Belastungsfall ist px = py = pz = 0 und das Gleichungs­

system (5) geht in v31) über. D'e Ergebnisse der Integration mit den ge­
gebenen Randbedingungen führen zu (33a) und (34a).

Die Diskussion derselben führt zu denselben Resultat wie früher»

Periodische Belastung.

Hier ist eigentlich der Kern der Dissertation. Mit (86) und (37) ge­
hen die Partialdifferentialgleichungen (2) in das System:

Rß Na ßn  Sin / Z ß  )  -  ^ Г с с  J j?  N a n  COS tlß j +

(38) + /?p sin Npn  cos nß = -  Га Rß J j?  Уn cos n ß ,

cos wß ) -  (rcc2 f  NaPnSinnß )

-  Rß  s in  Naß n  s in  n ß =  -  Га Rß ^  Xn  s in  n ß ,

Rß  cos Nßn  cos nß -  ra  ј̂јјГ Na n  cos nß = -  ra Rß ^  %n cos nß .

über.
Die ausgeführten Differentiationen unter der "Annahme, daß Nan* 

Nßn, Naßn, Xn , Yn, Z/i Funktionen nur von a sind, führen zu den Gleich­
ungen (39), (40) und (41).

Wenn man zwei unbekannte Funktionen ausschließt, gelingt man zu 
einer Differen ia'gleichung zweiter Ordnung vom Hübschen Typ. Ihr Inte­
gral ist iheoretisch gegeben, aber für unsere Zwecke nicht anwendbar. 
Um geschlossene Lösungen für Nan, Np«, Naßn zu bekommen, führen 
wir neue Koordinaten ein, und zwar die elyptischen Koordinaten:

x = c V (1 -j-52) J ~n2) cos ß, 

(44) y  =  c V Ö + I W 3 ^ ) sin ß ,

Z**clr\.

Für das Rotationshyperboloid ist ц = ц0=ђ/с, a = c \ / 1 -% 2. Damit ist 
die Gleichung der Hyperbel durch (47) gegeben. Wenn alle geometrischen 
Größen der Hyperbel mit (48), (49), (50), (51), (52), (53), (54), (55), (56) in 
Funktionen von £ dargestellt werden, können die Differentialgleichungen 
(44), mit Zuhilfenahme (57) in

(58)
V l -Чо2

Nccßrt-b
d l

Np/г Га š2 + Uo2 V (^+чо^у/Т+ј,2
% V 1 — Чо2

-  —  š (š2+ V )  Npn = /(« ). Ü0
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(59) c(š2-%2) Vi 
4W  i-% 2

Npn+
d

d l
(š2+V )y/l+ž^ 

flo^l-ïlo2 7

-  ^ Š ( Š 2+ 4u2)N « ;n = q>(a),Uo

übergehen, wo veränderliches g ist und / (a )  nnd cp (a) du ch (60) und (61) 
bestimmt sind, und später vom veränderlichen £ dargestellt werden. Die 
Gleichungen (58) und (59) können einfacher mit (58a) und (59a) geschrieben 
werden.

Um dieses System von zwei Differentialgleichungen, wo die unbe­
kannten Funktionen Npn und Napn sind, zu lösen, gruppieren wir die 
Koefizienten bei unbekannten Funktionen so, wie das in (62), (68), (64) 
und (65) gemacht worden ist. So sind wir zu den Gleichungen (66) und 
(67) gekommen, wobei f t und <px die rechten Seiten von (58a) und (59a) 
sind.

Statt unsere unbekannten Funktionen Nan und Nap?? führen wir 
neue gemäß :

(68)
Ux = ra Napn, 

Ut =r«  ^ ÿ N pn.

Mit diesen gelangt man zu den Differentialgleichungen (69) und (70). 
Durch die Elimination von Ux gemäß (71) und den nötigen Umformungen 
gelangt man zu:

(72) + 2 š ( l + š a) - J £  - ( 2 p + l  £/,=

- f t
д(1 +  Ѕ*)У1-1)„»

V§2+%2
+  3 § ( l + Ž 2)4>1 + ( l + š 2) 2 ^ | i ' - i

Homogener Teil dieser Differentialgleichung ist von der Form:

(78) №  ih'+g(l) t/i-o ,

w o b e i/(s )  und g(Q  durch (78a) gegeben sind. Für/(£ )  > 0 ,  was bei uns 
der Fall ist, kann man (78) durch (74) in die Form

(75) V " + g {l)  Ќ-.0,

bringen, wobei noch š aus (47) zu ersetzen ist. In unserem Falle ist das 
mit (76) gemacht worden. Mit diesen Transformationen ist homogener 
Teil unserer Differentialgleichung zweiter Ordnung in (77) übergeführt 
worden. Nach Koppenfels ist das allgemeine Integral dieser Gleichung 
durch (78) bestimmt Durch (72) kann man Ut in die Form (80) bringen. 

Das Störungsg ied in der Differentialgleichung (68):
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(81) w (s )= /i +  3 1 0  + š 2) 'Pi+ 0  + š 2) 4 f .

soll bei der Ermittlung von dem allgemeinen Integral in Betracht ge­
nommen werden. Um das zu erzielen, werden wir die Lagrange’sche Me­
thode der Variation der Constanten anwenden. So gelangt man zu der 
allgemeinen Lösung der Differentialgleichung :

Ut-  \ ß ± $ _ eV~tarctgEf  , + ^ )
2V7(1 + p ) J

(83, +  V > ^ ,| _ _ g- /p a r c tg g , f ( l + m  arctg š d l
2\/p(l + P )  J

+AeV~Parctgš (V7 + | ) V p ~ ß a - : ^ arct^  (Vp - I ) V p ,

wobei ЛЛ Integrationsconstanten sind.
Die übliche Differentation aus (71) liefert £/a. Wenn £/х und  ̂ be­

kannt sind, geben die Beziehungen (68) und (41a) die gesuchten Größen 
Na, N]32? und Napn. In diesen allgemeinen Lösungen tritt entweder £ 
oder a aûf. Um die Integrationsconstanten A und B zu bestimmen, müs­
sen wir die Randbedingungen berücksichtigen, und zwar an den oberen 
Rand, wo sie eindeutig bestimm sind. Bei der Integration der auftreten­
den Integrale stoßen wir auf große Schwierigkeiten. Um dies zu beseiti­
gen, werden die Funktionen unter den Integralen durch Parabeln л-ten 
Grades ersetzt und zwar können die Koefizienten dieser Parabeln nach 
der Methode der kleinsten Qüadrate bestimmt werden, was in (58) formell 
gegeben ist. Die Integrale von rechten Seiten in (58) können nach Simp- 
son’scher Regel ausgewertet werden. Und das geschieht, daš  kleine Werte 
hat, ziemlich schnell. In (89) ist w (š) für die Windbelastung nach einem 
quadratischen Gesetz von oc in der Funktion von £ dargestellt.
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