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О АЛГЕБАРСКИМ ИРАЦИОНАЛНИМ ЈЕДНАЧИНАМА

Г л а в а  п р в а

1. Посматрајмо једначину
I : Pi  Р2__ Рп \

F \ z  , s / P u  y/Pt , 0, W
где су:

1° ρν ( г=1 , 2........п) цели позитивни бројеви1);
2° Ρ ν ( г - 1 , 2 , . . . ,  л) полиноми по z  = x-\-iy чији су κοε- 

фидијенти комплексни бројеви;
3° F  полином по назначении аргументима са комплекс- 

ним коефицијентима.
Ако се стави

( 2 >

( г - 1 , 2 , . . . , я),
једначина (1) постаје

F  ( z , tlt t2,·.., in) = 0. (3)
Једначина (3) и једначине

PV (z) = (4)
(r = l,2

чине заједно систем од (л+1) једначина у којима се више 
не јавља ниједан израз под знаком корена.

ДРАГОСЛАВ С. МИТРИНОВИЋ

■) Случај к а д а  су  Ρν цели негативни бројеви  или разлом љ ени  
рационални бројеви (позитивни или негативни) своди с е , очевидно, на 
случај који гор е  ди ск утујем о .
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Елиминацијом параметра ti из једначина:
F  (z, t1} t2........ 0,

P i te) - i ?  =0,
no Sylvester-oBoj ,  C a u c h y -евој или no којој другој ме- 
тоди1), добија ce једначина

F,(z, t3 , .  ■., tu) = 0,
где je F , полином по назначении аргументима2).

Ako ce затим из једначина
F i ( z ,t2, ts , , ta) ~

P2( z ) - r f  = 0
елиминише t2, долази ce до нове једначине

Ft te’̂Sî Ît» · · · » = 9.
где je Fg полином по наведении аргументима.

Продужујући тако са елиминацијом параметара
U  (г = 3, 4 , . . . , л - 1 ) ,

долази се до јеаначине
F n- ι  (z, tn) — 0, 

тако да ce, кад ce из последње Једначине и једначине

P n ( z ) - C
елиминише параметар tn, добија дефинитивно једначина

? F nte)-  0, (5)
где je F п полином по z .

!ι Видети на пример,
Б. Г а в р и л о в и ч ,  Teopuja дешерминаваша , Београд, 1889, стр. 

120-128;
А. К. С у ш К е в и ч, Основы высшей алгебры, четвертое издание, 

ОГИЗ, Москва—Ленинград, 1941, Глава Vili, стр. 206;
J. V. U s p e n s k v ,  Theory оf  Equations,  N ew  York, M cG raw -H ill, 

1948, p. 277-291.
2) Пре него штр ce  приступи примени једне од  метода за ели- 

минацију, могу се каткада остварити знатна упрошЧавања подес ;им 
комбиновањем једначииа у датом систему. Нека je. на пример, дата 
једначика

'3 3
z 2 s /z2+ z ~  1 + \ / z + 2+\/(z2-bz^l)3 \ f z + 2  **i+z·,  

где je i = \ f - T.
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Једначину (5) зваћемо шрансформаш једна-
чине (1).

Према поступку којим се дошло до једначине (5) оче
видно je да она садржи решења свих једначина (1), односно 
Једначица (5) обухвата све различ (1), до 
се долази kada се за  назначене корене у зм у  у  обзир сва 
њихова значења (детерминације). Ако смо од свих ових јед- 
начина узеди једну одређену, онда треба посебно испитати 
која су од решен>а једначине (5) истодобно и решења иза- 
бране примитивне једначине која je обухваћена једначином (1).

Пример I. Дата je једначина:
.3 ________  5 ________ ;  7 _________ ! ’

y j z — 1 + \Jz +  2 = 1.
Према горњем, пишемо систем:

ζ  + 2 - ί '#
ζ 2 +  1 = .

Овде ce, једна за другом, иМају извршити три ели- 
мин а ци je.

Пример II. Полазећи од једначине
3 ___  6____  ___ - ‘

yJz + 2-  ψζ 2-  1 = s]z + 2 ί
и стављајући

6 ___
- 4,\jz 4- 2 = ' · «

\ /2 2; -  I = t 2, ’

О дговарајући  систем  (2) гласи:.

t r z z + t z + t f t i ^ i + z ,

Z2 + 2-1=*i2,

Ako h* из друге једначине уврстим о у  прву, доби јам о

[(z2- t z  — Υ)ίι·\ ·&~\+ΐι=ιί+ζ,  , . . . 

И з п о сл ед њ е једначине и једначине

■ „ ; 1 . . .  .. z * + z - \ = t x* -  V :

лако с е  са д а  елимйнише t{.  О ст а је  још  д а  се  иза f o r a  елйминише

Годишен Зборник 10
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добија се систем:
Ѓ  - t  -  Ѓ  1 *2 *1>

z  + 2  = t \ ,
z2 -  1 -  t\.

Овде треба извршити две елиминације, ма да ce y 
датој једначини јављају три корена. Уопште, број елимина- 
ција смашиће ce увек када између полинома (z) постоји 
релација облика

У Pa =
\а, β = цели позитивна бројеви п; 1 = ма каква константа).

2. Каткада je подесније да се формира најпре једна- 
чина по једном од параметара tv. Пођимо од система дефи- 
нисаног са (3) и (4) и елиминацијом образујмо једначину у 
којој ће од параметара

2̂ J · ·
фигурисати само један параметар, рецимо tv. По себи ce 
разуме, да ћемо се при избору параметра tv задржати на 
оном који je најподеснији са гледишта практичности. Дакле, 
аКо се елиминише z  и параметра:

ι̂> * * · >î 4̂*1 ** j
добија ce једначина

Qv (βν) ~ 0, (б)
где je Qv полином no tv.

Будући Да су z и U везани релацијом
Ρ (7)

решавање једначине (1) своди се на решавање једначина(6)и(7).
Ako je потребно формирати једначину по z, остаје 

још да се из једначина (6) и (7) елиминише tv. У случају 
када je:

Ру (z) = M z t N  (М,  /V- две комплексне константе)
имамо T s c h i r n h a u s e n -ову трансформацију и тада се 
елиминација параметра tv може извршити, на пример, Н е г- 
m ite -овим поступком.

3. Посматрајмо опет једначину(1)и претпоставимо сада 
да коефицијенти полинома F  и полинома P v = функција 
реалне нроменљиве х) припадају области реалних бројева.
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Та да се под
Ру______

\fP Ä X ) (Pv(*)>0)
подразумева само позитивна вредност корена.

Да бисмо у овом случају решили једначину
I Pi_ Pi рп__ ^

F\x,yJP̂\ р \ ѕ/Рп] = 0, («)
треба претходно решити једначину (5) и испитати који од 
корена (решења) задовољава једначину (8) имајући у виду да

Pv____
корени yJPv {x) имају поменуто значенье.

Узмимо, на пример, једначину
4_ 3
\/ X  + \ [ х + \  = \) X, (*[> 0). (9)

Одговарајући систем гласи:
x ~ t { ,

X + 1 =

Елиминацијом параметра t2 из последње две једначине 
налази се:

{ t \ - U f  = x + 1, 
или, у развијеном облику,

^ -З ѓ ^  + Зѓ*- Г*-(х+1) = 0. (10)
Ова једначина, с обзиром на једначину

x = t \ ,  ( Ц )
добија простији вид:

t l ~ x t l  + 3 x tt + ( l -2 * )  = 0,
Елиминацијом tt из прследње једначине и једначине 

( II)  налази ce
1 — X Зх 1 -2 * 0 0 0
0 1 - X Зх 1 - 2 * 0 0
0 0 1 - X Зх 1 -2 * 0
0 0 0 1 - X 3* Ι -2*
1 0 0. 0 - X Ο 0
0 1 0 0 0 — * 0
0 0 1 0 0 0 - *



148 Д; С. М и т ђ и н о в и ћ  (8)

Остаје још да ce развије детерминанта која фигурише 
у послецњој једначини, да се реши тако добијена једначина 
D ( x )  = 0 и да се провери да ли међу њеним решењима 
има таквих која задовољавају примитивну једначину (9).

Да бисмо решили једначину (9), можемо поступити и 
на овај начин.

Из (10) и (11) елиминацијом х, добија се
t \ - . 3 t \  +  2 t \ - t \ -  1 = 0 .  (12)

J- Решења једначине (9) налазе ce међу вредностима
x  = t\ (*> 0 ),

где место tx треба редом стављати корене једначине (12).
4. Нека je сада дата једначина

\ /  р 1 + 1 / К + \ /  + \ /  (13)
(Ру = полиноми по х ) .

Ова једначина, очевидно, не спада у тип (1). Међутим, 
и овде може да се искористи наведени поступай за укла- 
њање корена.

Ставимо најпре,
Р& — 2̂>
P ,  = ć  

Р  = ѓ15> *6 *-6 ·
Једначина (13) добија облик

(14)

\!Ρ χ + ΐ2 + \/Ра - ^ г  + ŝ /P5-

Ставимо затим:
P  X "+■ 2̂ = 1̂ >

(15)

P*-h=

P f  t i
Једначина (15) односно (13) тада постаје

(16)

ti + tü= z  + t5 tà. (17)
Ako cè из релација (14), (16), (17) елиминишу параметри 

добија ce једначина
F A * ) -  0,f

je F 6 полином по г.
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Уопшѓе, свака једтчина  !

A( г , '  У к  V ^ -· · · . 7 рп) - 0 ,  ' ■ т
где je A алгебарска ф у н к ц и ј а н а  аргумената, може
се трансформовати, применом наведеног поступка, у  
чину koja net,i e садржавати z  под кореном.

5. Наведени поступак може се генералисати без теш- 
коћа на релације са две и нише променљивих. Ради једно- 
ставности, задржаћемо се само на случају две промешьиве. 
Нека je дата релација:

I P t__  Рг__  Pu__ \ /ΐΓιΛ
F W * »  V/»»,··., У ^ )  = 0, (19>

где су Pv полиноми по
Zl -Xl  + tyi, 2̂ =  Ί "  > 

и г те су остале ознаке протумачене у вези са једначином (1). 
Ставимо

Pv ( ζ , ζ 2) — ί ζν 

(ν.~ 1, 2, . . . , η).
Једначина (19) тада добија облик

F  (β 1 > %2> , ttjj) — 0 .
Избацивањем параметара tv из једначина 

добија ce
Fn [z1 и z 2) = О,

(20)

(21)

(20) и (21),

где je F η полином по ζ ί и ζ2.
На сличан начин бисмо поступили, ако бисмо пошли 

од једначине облика (18) где je место
Ру {z)стављено z 2).

Г л а в а  д р у г а

6. У овој расправи хтели смо само да дамо неколике 
примедбе о трансформации и решавању алгебарских ира- 
ционалних једначина, а на то нас je навео овај разлог.

П. Димић скренуо нам je пажњу на то да пи- 
тагье о редуковању једначина облика (1) на облик

F ( z ) - 0 ,
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где je F (z) полином no z, није довољно обращено y ли- 
тератури. Том приликом сети ли смо се чланка који je G i no 
L o r i  a објавио баш по истом питању1).

У томе чланку L o r i  а се задржава на ирационалним 
једначинама специјалног облика, где се појављују само 
квадраТни корени. Уосталом L o r i  а и почиње овако:

Dans presque tous les traités d’algèbre élémentaire, je 
trouve prescrit que „ pour rendre rationnelle une équation algé
brique qui ne l'est pas, on doit la rendre rationnelle à l’aide 
d’une ou de plusieurs élévations à des puissances convenables“.

Све једНачине које наводи L о г i а улазе у тип (8), као 
партикуларни случајеви. L o r i  a даје поступаю који ћемо 
овако формулисати:

Да би се решила једна алгебарска ирационална једначина
т -  0 (22)

а да се при томе не узме у помоћ потенцирање, треба 
образовати норму функције / ( г ) :

N  (z) = (z) · f2 (z), . . . , f s (z),
где je ѕ број различитих израза што са добијају 'из функ- 
ције f (z )  када коренима, који ce y овој функцији јављају, 
припишемо све могуће детерминације (значења); ако међу 
функцијама

f v (z) (г = 1, 2 , . . . ,  ѕ)
постоје такве две /λ(ζ) и f p (z) да je

тада ce једна од њих не узима у обзир и број s се смањује 
за јединицу.

Норма N  (z) je рационална функција no z и нека су 
њене нуле

z l t z 2, . . . , z g(23)
(q = један природни број)..

Ј) G.  L o r i s ,  Remarques sur les équations algébriques non ration
nelles (Mathesis, t  52, 1938, p. 129—131).

D e  C o m b e r o u s s e  за уклањање корена из релација пре- 
поручује метод елиминације, али je то питанье само дотакао.

Видети о томе:
D e  C o m b e r o u s s e ,  Cours de mathématiques, t. ÎV (Algèbre 

supérieure, seconde partie), cinquième édition, Paris, Gauthier—Viilars, 
1923, p. 560-561.
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Једначина
N  (z)~ О

обухвата сва решења дате једначине (22), као и све нуде 
функција

fi,  /»,.»·, 4
од којих je једна и сама полазна функција f {z) .

За свако од решења (23) треба испитати да лн je 
истодобно и решење једначине (22).

Пример. L o r i  a je свој поступай применио на једначину:

— \[x-~i =0 (24)y * - 4  '
и за функцију f ( x ) :

f  (x) -  \[x-Â—
\ / x - 4

образовао норму1)

t f W  = 9 - - ^ p

Стављајући
N  (x) = 0

добија ce д: = 5, и то није решење једначине (24). Ta једна- 
чина прегставља пример алгебарске једначине без корена2). 
Toj чињеници даје L o r i a  и геометриеку интерпретацију.

!) Другом приликом о норми ове функције учишЉемо једну 
примедбу. Иначе, приметимо да je наше формулисање резултата пре- 
дизније него код L o r i a .

2) L o r i a  у истом чланку примећује да најстарије дело у коме je 
наведен пример алгебарске једначине без корена припада J. S. 
Y o u n g - y .  То je: Theoiy and solution o f algebraical équations. II изда- 
ње тог дела објављено je 1843. На стр. 43 Y о un  g цитира једначину

(2х -  5) -t-ј/лг2 - 7 = 0

као пример алгебарске једначине без корена. Ако ce, према L o r i a ,  
образује N  (z), добија ce:

B x2 -  20л:+32 = 0.

Међутим, обадва корена те једначине задовољавају једначину

(2x—S) -д/лг2 — 7=0.
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7. У предавањима Ј. К а р а м а т е 1), у вези са уклања- 
њем корена из једначина, стоји:

„У колико су изрази сложенији и број корена већи, на 
пример, ако се: у некој једначини од најмање три члана2 з * 5) 
налазе два п-та корена (п  3), тада се елементарним 
путем (без примене комплексних. бројева) ових корена не 
можемо ослободити“.

Напред je показано да постоји й; други' поступак осим 
оног који горе предлаже у предав ашима Je· К Гр а мат а. У 
ствари поступак из предавала ј,- К а р а м а т е  Као и онај о 
коме говори G. L o r i a  jecy у основи једно исто.

Вредно je компаративно проучити поступак који смо 
напред употребили и овај на који су само упутили G. L о г i а 
и J. К а р а м а т а .  !

8. Пример. Узмимо једначину:

\Jz='yJz+ 1 + 1. (25)
Преи поступак (елементаран) .
После дизања на куб, има се

z  = {z + $ ) \ j z + \ + 3 z  + 4,

тј.
- 2 z - 4  = (z -4 ) 1 .

Подизањем на квадрат налази се 
z s + 5 z s + 8 z  = 0.

Други поступак ( L o r i а—К а р а м а т а ) .
Пођимо од функције

/(z ) = \/z — +1 — 1,

! ) J. К а р а м а т а ,  Алгебра  I, први д е о , Б ео гр а д , Научна кш ига, 
1949, стр. 15.

2) О в д е  с е  мисли, в а љ д а , на пример на о в ак в е једначине:

з ____  5 _____
\ / х - Т - х = \ Ј х г + \ ,
5__  7 ________

\!х +x2—x='fâ 1 
или м о ж д а  сам о  на ов а к в е:

5____  5_____
\ / x - T + \ / x 2+ ï = x î + x - i ·
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и образуемо*

где je

/j(z) = \Jz + \Jz 1-1 ,
3 _ ___

f 2 ( z )  = & y jz

8 _ ___
f 3 (z) = ε  \]z + sjz + 1 -  1, 

fé(z) = ε2 sjz -  + 1 -  1,

f5(z) = &2 \Jz + T  -1 , 

-1 + г У Зε = -

Норма функције /(z) je овде:

После множења и свођеша, водећи при томе рачуна
ε 2 +  ε  -t- 1 = 0 ,

Ν( ζ )  = ζ8 + 5ζ2 + 8ζ .

Резултат je сагласан ca оним који je горе добијен, но 
примена овог поступка скопчана je са елементарним, али 
заметним израчунавањима.

Tpehu посту пак (мето д  елиминације) .
Ставимо

да je 
добија ce

тада имамо систем

\[z — ίχ, 

\ j z + \ = t 2]

(26)

+ II ts
.

N 
M (27)

— 2̂ “Ь 1 · (28)

TJ.

Елиминацијом t2 добија ce
z + l - f o - l ) 2,

(29)
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Из једначина (26) и (29) треба елиминисати још tk. 
Једначина (26) може се написати и овако:

z ~ t \ ,

па je на основу (29)
z - (z + 2  t x) t t .(30)

Ако се сада из (29) и (30) елиминише добија ce:
z3 + 5z2 + 8z = 0. (31)

До решења једначине (25) може се и овако доћи. Ако 
се из једначина

z - t i
елиминише z, има ce

t \ -  t l  + 2 t t = 0,
одакле се налазе корени

С обзиром на

решења за z  jecy:

0, 1 ± i y / l
2

z - t :

о,

\

a то су решења једначине
, z3 + 5z2 + 8z = 0.

(32)

Остаје још да се испита да ли су наведена решеньа 
(32) заиста решења једначине (25).

Последњи поступак изгледа најподеснији. Први се може 
употребити само у врло изузетним партикуларним случаје- 
вима, док je последней (трећи) поступак употребљив у свима 
случајевима.

9. Од интереса je дубље проучити односе између при- 
митивне једначине (1) и њеног трансформата (5); исто тако 
односе између примитивне једначине (18) и њеног транс
формата.
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Тако, на пример, од интереса je да се одреди стелен4) 
трансформата у зависности од

Pu Pit * ·
и стелена

Vu Vit · Qn
респективних полинома

Исто тако, вредно би било навести карактеристичне 
случајеве, осим већ споменутих, у којима се број елимина- 
ци]а смањује. Ако би се могао упростити наведени алгоритам 
којим се долази до трансформата примитивне једначине, то 
би такође претстављало известан интерес.

Ми се овде нећемо бавити горе наведеним питањима. 
На н>их само упућујемо читаоца.

Г л а в а  т р е ћ а* 2)

10. У овој глави изложићемо, детаљније и потпуније, 
резултате наведене у §4  ове расправе3). Уведимо најпре 
неке ознаке.

Слова:
а , ß , . . . , λ у

αι> ö2, . • · f Ясс у

Ь и b2, . • · î bß ;

l u /2, · ■ · , 1 χ

означавају целе позитивне бројеве.

*) ј. У л ч а р прочитао je ову расправу у рукопису и приметаю 
je следеЪе:

Постављени проблем да се нађе степей трансформата једначине 
(1) вероватно није лак, јер je решење тог проблема и за v = l  [видети 
једначину (1)] прилично компликовано. За тај најједноставнији случај 
решење je садржано у два M i n d i n g - ова правила која je исцрпно 
изнео Е. N e t t o  у својој алгебри: Vorlesungen über Algebra (Teubner, 
Leipzig), Bd. 2, 1900, S. 49—60 (§§ 869-375).

2) Ова глава додана je накнадно, што се уосталом види и из 
композиције саме расправе.

3)  Ј. К а р а м а т а  и М. Т о м и ћ  прочитали су, пре штампања, 
ову расправу, на чему им je писац захвалан. П од сугестијом К а р а -  
м а т е  редигована je трећа глава.
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Ознаке:
А , А% > > '• ·  i  A a i ; -
В г , в 2, . • · у j

L i , L 2i · »è y

претстављају елементарне1) алгебарске функције комплексне 
промешьиве z, са произвољним комплексним коефицијентима.

Ознаке
R( Mt ,М2, . . . )

(μ = a, b, : . . ,  /; V = цео позитиван број)
претстављају рационалне функције назначених 
комплексном подручју.

аргумената y

11. Посматрајмо алгебарску једначину
= 0 (33)

y којој A (z) има облик2)
/ α, __  а2__  “«___\

(34)A ( z )  =  R \ z , \JA-l, V
где су функције A v (z)дефинисане изразима:

I », Ьг ьр \
(35)A v - r V u  , V/ в ш, . . . , ^ в Р ј

( v  1, 2 , . . . , α ) . ©
Функције

Β ν {ζ) ....... β)
које ce јављају y формулама (35) дефинисане су изразима:

I Cl с2 Сус \
5v = Mé)U» V Q , V Q , . . . ,  sJCy i (36)

(ν = 1 , 2 , . . . , β ) .  ■

!) П о д  елем ентарном  ал гебарск ом  функцијом п одр а зу м ев а  се  
и зр аз о б р а зо в а н  операцијам а сабирањ а, о дузи м ањ а, м нож ењ а, д ељ ењ а  
и степеновањ а рационалним бр ојем  к оје  су  изврш ене, у  коначном бр оју , 
са  пром енљ ивом  z.

2) У в ођењ ем  појм а реда  ал гебарск е ирационалне функције, уне- 
колико би c e  другојаче ф орм ули сале чињенице д а т е  у  о в о ј расправи. 
О т о м е  појм у ви дети , на пример, М. Т и х о м а н д р и ц к и й ,  К р а т к а  
курсь высшей алгебры , Х арков, 1887, стр. 3 —5.
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Функције
Cv (z) (v= 1/2, . . γ)

које ce јављају у формулама- (36) дефинисане су, на анало- 
гичан начин, помоћу функција

D v (z) (ν' = 1, 2, — , δ).
Продужујући тако, претпоставимо да се најзад долази 

до алгебарских функција

.......æ I (37)
0> = 1, 2 ,.., κ),

где су
Lv = R V  (z) (38)

(у = 1, 2 , . . . , λ)
рационалне функције променљиве

Уведимо параметре tva помоћу формула
Αν = С  (39) 

(г = 1, 2 , . . . , α).
Тада једначина (33) поста je:

R  ( Z , Ѓ-̂ α, · · ·, = 0· (40) 
Ставимо даље

B v - K l  (41)
(г = 1, 2 , . . . , β).

Релације (35), према (41), добијају облик:
Α ν = Rv  ̂(д, tibi t2b, · . . ,  tpb) . (42)

Ako ce доведу y везу релације (39) и (42), долази ce
до нових релација:

Rv (Д, tob> · · · ι ( îô) = (43)
(г = 1, 2 , . . . ,  a).

Уведимо сада нове параметре ivc помоћу веза
C v - C  (44)

(г =1, 2 , . . ,, γ).
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Тада релације (36), на основу (44) и (41), доводе до 
ових релација:

Rv * (z,  tic ) tsc , · · · , tyc ) ~ t vVj) (45)
( * - l , 2 , . . . , ß ) .

Даљом применом наведеног поступка долази ce најзад 
до релација

Kv ~ Rv  ̂ (z, tili hl i · · · » h j  ) (46)
(·> = 1. 2 , . . . ,  к);

Lv = R*P (z) = (47)
(v“ 1 » 2 , . . . , λ).

12. Наведении поступком формиране су ове једначине:
R(Z, ha , Γ2α, · · · , ^αα )  = 0 !

Rv\z> t}b jt2= tv*

( V “  !» 2, . . ,  a ) ;
/?^(z, tic, t 2c , . . . ,  tTc ) = Ѓ*»

(t> = 1, 2 , . . . .  ß) ;
............  ...................... ...........  (48)

R v   ̂ { z ,  h i ,  t2i ,. . . ,  i j j )  =

(v = l,  2 , . . . , κ) ;

Λί" (* )-< £
(v= 1, 2 , . . . , λ ) .

Систем (48) састоји се из TV једначина, где je
1 +α + β + · · · + λ .

У систему (48) појављују ce параметри којих има 
на броју

Ќ - 1 .
Пошто су

R  и /&>

рационалне функције, можемо ставити
Е_ R m  Р(р)

’ v Q(P)‘
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где су
Р,  Q l  Р Т \  Q™

полиноми по аргументима који ће ниже бити назначени. 
Систем (48) та да добија облик:

13. Став. 1° Свака алгебарска једначина (33) мож е ее 
свести на облик

где je Т  (г) полином ио 2.
2° То свођење мож е увек да се изврши по принципу 

елиминације: из N  једначина (49) треба елиминисати 1) 
параметара tpq.

14. Изложени алгоритам за формирање трансформата 
(50) алгебарске једначине (33) може се, у великом броју 
случајева, знатно упростити.

Проблематика на коју je указано у § 9 ове расправе 
постаје још интересантнија, када се узму у обзир резултати 
из ове последње главе.

—  (49)

T ( z ) ~  0 (50>

М атематички институт  
У ниверзитета у  С копљ у Априла 1949



160 Д. с. ,М и т р и.ц о в и ћ (20)

Д. С. МИТРИНОВИЧ-

О Б  И Р Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Я Х

{Вывод)

Р ассм отри м  функцию A { z \  z = x + i y 7 определ енную  сл едую щ им  
с п о со б о м

/ ûi__ а2__ аос \
A{z) = R\ z , yjAi% . . . ,

г д е :

1° /? является  рациональной функцией цитированных аргу
м ен тов;

(Ï) 2° αΐ9 а 2, . . . .  па -ц е л ы е  полож ительны е числа;

3° Αν ( ν = 1 ,  2 , .  , . , α )  являю тся функциями от ζ , сл ед у ю щ ей  
ф орм ы : V

I*1  *2. Öß \
Av = Rv\z,\1ви  Æ · · · ,  Vf ip/·

О бозначения в п о сл ед н ей  ф ор м ул е сходны  предш ествую щ им  
обозначениям  (I).

П редп олагаем , наконец, что

/ h   h   ιλ  \
Κν =  R (vk)\Z,n/ L i , V ^ , · · · -  Υ ^ λ Ι

(v =  l ,  2. . . . , κ ) ,  
г д е

U  =  /?( 0 (z)
V

( r = l ,  2, .  . . , λ)

T. e . /? ^ (z )  являю тся  рациональными функциями οτ<ζ .

Если в в ед ем  параметры  tpq при пом ощ и ф ор м ул :

■ А * -С
(V =  l, 2 , . . . ,  а);

(F-I ,  2---- - ß);

и
(F-1,  2 , . . . .  λ)

приходим  к сл ед у ю щ ем у  заклю чению :
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К а ж д о е  а л г е б р а и ч е с к о е *  у р а в н е н и е

A (z )= 0 ,

в к о т о р о м  ф у н к ц и я  A  (z) о п р е д е л е н а  в ы ш е  у к а з а н 
н ы м  с п о с о б о м ,  м о ж е т  б ы т ь  п р е о б р а з о в а н о  в у р а 
в н е н и е

Я(2)=О,
г д е  P  (z) п о л и н о м  п о  z.

Э т о  п р е о б р а з о в а н и е  в с е г д а  и с п о л н и м о  э л и м и 
н а ц и е й  п а р а м е т р о в  t p q , в в е д е н н ы х  п о к а з а н н ы м  
способом .

D. S. MITJRINOVITCH

SU R  LES É Q U A T IO N S A L G ÉB R IQ U E S N O N  R A T IO N N E L L E S!)

{ R é s u m é )

N o ta t io n s .

1° α ,  β . д  ;

al j α2»' • * У а<х »

bl, b %, . .> · ,  bp ;

h* 2̂> * *• А

d ésig n en t d es  en tiers p o s it if s ;  *

2° Α χ , A %,. . . ,  Acc ;

B i, B% j . .. ,  B μ ;

Bi, B%,. .., Lχ
so n t  d es fo n c t io n s  a lgéb riq u es é lém en ta ires  de la  variab le com p lexe

z = x +  i f ,

c ’est-à  dire d e s  fo n c tio n s  de z  qui s e  form en t en effectu an t sur z  d e s  
o p éra tio n s  a lgéb riq u es é lém en ta ires, en  nom bre lim ité;

3°

a v ec

R{Mi, Мћ, . . . . М 8),

R f H M i ,  m 2, Ms)

p. = ß, b , . . .  j II

(V, s = entiers positifs),

1) C’est un résumé de l ’étude О algebarsk im  iracionaln im  Jedn ačin am a, écrite en 
langue serbe (voir pages précédentes de cet A n n u a i r e ) .

Годищен Зборник 11
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so n t  d es fo n c t io n s  ra tio n n e lles  d es  argum ents

Ml9

I. L es n o ta tio n s  in d iq u ées étan t a d o p té e s , co n sid éro n s l'équation* 
algébrique

(1>

(2>

(3>

A ( z ) = 0 ,

où  îa  fo n ctio n  A (z) e s t  de la form e

( ûi__a2__  acc_
z , \ ]  Аи \1 A2, .  . . , \ J  A a } ,  

le s  fo n c tio n s  Av (z) étan t d éfin ies  par le s  e x p r e ss io n s

I h __ b2__ _
A v (z )  =  R ^ U ,  \ /B u

(V=1> 2......... a).

L es fo n c tio n s

Bv (z) (i>=1, 2 , . . . , ß)
in terven an t dans le s  form u les (3) so n t  d éfin ies  par

I Ci__ C2__ CT _ \
Bv = R W \ z , y / c 1,\ / с ъ, . . . , у / с г 1

( v -  1, 2 , . . . , ß).
L es fo n c tio n s

Q  (z ), C2 (<£)>·.., C y (z),

qui in terv ien n en t dans le s  fo rm u les  (4), d’une m anière a n a logu e, s o n t  
ex p r im ées  à l ’aide d e s  fo n c tio n s

Dv {z) (i/ =  L 2 , . , . ,  б).

(4)

En poursu ivant a insi, on  arrive, par su p p o sitio n , à

/ /1 /2
K v - R ^ A z^ U , . k ) .

(5>

( v = l ,  2,  . . . X) ,

Lv =  R (i )(z) (6>

(i>=l, 2 ,. . . ,λ),
J?<° étant d es  fo n c tio n s  ra tio n n e lles  de la  variab le z.

In trod u ison s le s  param ètres t Va à l’a ide d es  form u les

A v - C  (7 )

( v = l ,  2 , . . . ,  rx).
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L’équation (1) devient alors
R  (Z, t xa , t 2a , -. . , taa) = Ö. 

En posant ensuite

£>v — t vb

(8)

(9)

(F-l,
les relations (3), d’après (9), prennent la forme suivante

Av= R (̂ { z , k b ,  t(10) 

Si Гоп met en correspondance les relations (7) et (10), on obtient

R ^  tià> · · · j t$b) =  t v va (11)

(V = I, 2 , . . . ,  a).

Introduisons les nouveaux paramètres t Vc par les formules

Cv=Cc (12)

(v== I, 2 , . . . , γ).
Les relations (4), d’après (9) et (12), conduisent à

Rib4 z , t ic, t2c,...,tyc)=tbvl (13) 

( v = } , 2 , . . . , p ) .
Par application du même procédé, on arrive enfin à

Kv= R(P  (Z, kl, t2t,.. :(14)

(v=I,  2 , . . . , κ);

L v ^ R ^ ( z ) = t lvvt (15)

(F=l, 2 , . . . , λ).
Les relations (8), (11), (13), . . . , (15) forment un système de AT 

équations, avec
Ν =1 +  α+β + ···+ λ.

Dans ces iVrelations figurent les paramètres tpq dont le nombre est ( N - 1). 
Puisque R et R ^  sont des fonctions rationnelles, on peut poser

(16)

où P , Ç, p W , désignent des polynômes en arguments qui seront 
iudiqués plus bas.

11*



164 Д. С. М и т р и н о в и ћ (24)

D ’après (16), le  sy s tè m e  de N  éq u ation s, m en tion n é p lu s haut, prend  
la ferm e su ivan te:

P  (Z, t^a, t2a 9 · . .  ? taa) =  0 ;

P (P ( z ,  tyb, t2b , . . t xb, 0

( v = l ,  2 , . . „ a ) ;

P [ b ) (z,kc, t 2c , · · · >k-c) —t v% (z,kc, > ®
(v =  l ,  2 , . . . ,  ß);

.......................................................................................................................... ............................................  ( 1 7 )

p \ ®  ( z , k i , k i  ,■■·, t \ i ) - t kvl  (z, k l ,  k l ,  ■·■, 0
ίν= 1, 2,... ,x);

/>W(2)-r'V; Ç»(,0 (2) = 0
( v = l ,  2 , . . .  ,λ ) .

L es fa its p récéd en ts donnent la p o ss ib ilité  d’én o n cer  la:
P r o p o s it io n ·  Toute équation algébrique (1) peut ê tre  transform ée  

en l'équation
T ( z ) = 0,

ou T(z) est un polynôme en z.
Cette réduction peut être toujours réalisée par  l'élimination des  

(AT—1) param ètres  tPq entre les N  relations  (17).

IL N o tre  étu d e , écr ite  en  lan gu e serb e, co n tien t a u ss i, en d eh o rs  
d e s  résu lta ts  p réc ité s , de n o m b reu ses  rem arques re la tiv es  à d es  éq u ation s  
du typ e  (1) dans le  c a s  où  la fo n c tio n  A (z) a une form e m o in s g én éra le  
que c e lle  c o n s id é r é e  dans ce  résu m é. A insi, par ex em p le , n o u s a v o n s  
4tudié particu lièrem en t l’équation

/ P i___  P2 ___  Pn___ j
F \ z , \ / P 1, \ /P 2, . . . ,  0,

o ù :
1° F  d ésig n e  un p o ly n ô m e en argum ents ind iq u és;
2° Pu  p2> - · , Ρη  so n t  d es en tiers p o s it if s ;
3° P u  P z , . . . ,  Pn so n t  d es p o ly n ô m es en  variable co m p lex e

z = - x + i y ,
le s  c o e ff ic ie n ts  de c e s  p o ly n ô m e s  étant d es n o m b res c o m p lex es .

III. S an s d ifficu lté, on  peut étendre le  p rocéd é  em p lo y é  à un sy 
stèm e  d es  m  éq u ation s a lgéb riq u es en

%, z 2, . . . , z s , 
où

zk = x k + i y k
(& = 1, 2,

e s  éq u ation s a lgéb riq u es étant du typ e (1).

À  la fin, il faut n oter  le  fa it que dans la littérature m athém atique  
n o u s n’a v o n s p as ren con tré le  p rob lèm e sur la tran sform ation  d es équa
tio n s  a lgébriques n on  ra tio n n e lles  traité dans to u te  sa  gén éra lité  co m m e  
n ou s fa v o n s  fa it ic i, e t  c ’e s t  seu lem en t grâce à  ce tte  c irc o n sta n ce  que  
n o su  pu b lion s c e s  rem arques sur le  prob lèm e en question .


