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BIATOJ C. MOMNoB
MPNNOIr KOH TEOMETPUNIATA HA TPUATOJTHUKOT

Mp n3yuyBareTO Ha reoMeTpucKuUTe Urypm Hue npyMe-
nyBame pasmumm meTogn. Jflogeka ce reoMeTpuUcKUTe MeToau
HeonpeaeneHn, aHaNMTUUYKUTE Ce FIOMas3HW, Taka Aa ce U nopeq,
cBOjata MOTMOJIHOCT TewkKo ynotpebnveu. MNpefHocTa nak Ha
TykKa ynoTpebeHata BEKTOpPCKa MeTofa € Taa, LTO Cny>Kejku
ce CO MPOCTMOT arapar Ha BEKTOPCKOTO CMeTaHe, CO ycnex v
pelwaBa HEKOW of OCO6UHUTE Ha pamHuTe durypu. Mpegmer Ha
oBaa paboTa e [Ja [MOKaKe, KaKO CO BEKTOPCKMOT MeTof ce
[obnBaaT HeKol BeKe MNO3HATW METOWMYKW penauyn npu Tpua-
FONHUK CO [AMPEKTHO pellaBaHbe, 6e3 Ja ce Mno3HaBaaT HekoW
OpYyrvM OCOBMHM U penaumn, Koum ©6u 6une 3a reoMeTpucKnoT
MeTOof, HEOMXOAHMW.

Bo npBumOoT fen Ha oOBaa pacnpasBa M3BeAyBaMe HeEKOMN
NPeTxoAHo #o3HaTK (hopMyIM MOTPE6HM 3a MNoHaTaMOoLLHUTE
ApecmeTyBaLla.

Bo gpyrmoT gen rm v3segyBaMe METPUUKUTE penauyn co
BEKTOPCKNOT MeToA. Bo uvcTaTa rnaBa gaBamMe U HEKOW BEKTOpP-
CKM penaumm 3a MOM0XKajoT Ha 3HadajHUTe TOUKM BO Tpuaros-
«MKOT BO OAHOC Ha HeroBuTe BPBOW.

Mpodpecopute A. BunumoBuk, Kapamata un T. AHfe-
JINK ja npouvTaa oBaa paboTa U MM YUMHWja KOPWUCHW MNpuUMen-
<1 3a KOoje WTO Cym um 6rarogapeH.

1 Mono>kajoT Ha egHa TOYKa BO paMHMHA Ke 6uae onpe-
JeneH rno ofHOC Ha Hekoja CTa/lHa TO4Ka-fosi, CoO MomMoLUTa Ha.
BekTop. Taka 3a Toukute AX 1 A2 (cn. 1) no ogHoc Ha O ™

nvamve BekTopTve OALl m OAs LWITO ro onpeaesyBaaTt NooXajoT
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Ha TMe TOuku. 3a oOnpegeslyBakbe Ha Cekoja gpyra Todka A,

WTO /IEKM Ha npasata p, W ja Oenn BO HEKOj MO3HaT OfHOC
oTceykata AlA2, nocranyBame Mo CNnegHVOT HaYuH:

ANA=KAAB)
\iS

o[l Kafe WTo KMame

0% OAt +kOAi @)

\+K

Ha penaumnata (2) moxxe
ba W ce gage ywiTe efeH 06/uK,
ako ce craBuM K=TX-.T2

OAN+ 42
on M L (n (>
T,+T2
PaBeHkata (1) HM npeTcTaByBa WCTOBPEMEHO W YC/IOB 3a
KO/INHEapHOCT Ha Toukute A, At u KOj LWTO YC/I0B MOXe
[a ce Hanuwe W1 Kako

0 A =A0/11+u0~2. (27)
3umajkn ro Bo npedsug (2) vame
1
i+K’
Wi cobupajku v
Atpu=1

A M P HA npeTcTaByBaar MpPOW3BOMHM MapameTpa LWwTo'
ja 3apgoBonyBaaT penaumata (3) umMmajkn ja BO npeasua (2)
O6paTHO, MOXe fa ce Mnokaxke oTu (2') npeTcraByBa YC/iOB 3a
KOJ/IMHEapPHOCT ako e MCNosiHeT ycnoBoT (3)1).

HanomeHyBamve geka paBeHKata (1) ogHOCHO (2) HM MnpeT-
CTaByBa U paBeHKa Ha Mnpasa WTO MWHE HU3 AT u A2.

) Oa ce BMAM Ha npumep:
J. Spielrein, Vektorrechnung, 2. Aufl, 1926, S. 63.



(5) MpuUnor KoH reomMeTpujata «a TPUarosIHNKOT 113

2. Ja ja Hanvweme KOCMHYyCHaTa Teopema BO BEKTOPCKMU
06nnK. O g TpuaronHukot OA1A2 (cn. 1) mvame

OAx+ AMA2=0A2.
Aurajkn Ha KBagpaT, gobmBame

OA* + 20Ax- AN + AMAI 2= OA2 . (4)
3. EAHa Touka P ce Haofa BO pamMHUHaTa Ha A, Cc

ako nocrom penauujara

OP= al0A+a20b+ a
N Kora e WCMOJIHET YC/I0BOT
cq+a2+a3=1. (6)

CTaBOT ro AoOKaKyBaMe CO MOMOLUTa Ha hopmynaral)

Op((6A xOB} +(6B xO c)+ (0Cx0p)} =0a (0B x 06 ¢c) (1=

WITO AaBa yc/0B Toukara P ga nexky Ha pamHuHarta HU3 ncC.
Op (5) u (7) pobmBame

icg+ 02+ ctg) OA (0B XOc)=0A ( x0C)

LITO MOKadbKyBa fleka e ycnoBoT (6) HeonxogdeH. [leka e Toj
YC/I0OB W [OBOSIEH Ce yBepyBame MO CNEAHNOT HauuH :

oa (5) v (6) nvawve

(a./\‘-l- Qg+ ccg) o P * oc, OA +020R +a80C

ctj [oA —Op )+aZBB - Op )+a30C - Op )=0.

o4 Kage cnepysa fgeka Tpute Bektopy OB - OP, OB-OP wm

OC - OP ce KoMmiaHapHuM T. e. ToYykata P ne>Xx BO pamHu-
Hata Ha ocTtaHatute Tpud).

Ja BuouMmMe ylLITe KakBM Ce 3Hayewarta Ha cKaslapure
«1, a2, a3. TpUTE TOYKU A, Bu C Heka HU

Y J. Spielrein, Vektorrechnung, 2 Aufl, 1926, S. 63.

a EpeH gpyr fokas Ha uctuoT cTaB gaBa W. HeHos, CBob6ogHa
Bekuiopu. C6opHMK Ha BbvarapckalwaakageMua Ha HayknT'b n
KHUra XXXV I11-1. 1942, cTtp 22.

logvweH 360pHNK 8
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efeH TpuarosHWK, a Toykata P Mpou3BonHa ToYyka Of, pamMHu-
Hata Ha TpwaronHMKoT. Of BpBOMUTE MOB/EKyBame npasa HU3 P
LUTO I ceyvart CrpoTUBHUTE CTPaHM COO4BETHO BO B', (cn. 2).

c

Bp3 ocHoBa Ha (2") u (3) pobuBame 3a "

OA' =1

wwm cornacHo (5)
OA:=[A+a. @-AN]0A +a20-2) aza-r) OC. (s)

Ho Ttoukata A' ne>xxm n Ha BC na uvave

OA'=%u) OC, (9)
Koe ynopegeHo co (8) HM gaBa
_ « @
A a1 M U gy

Co 3ameHa Ha oBuve BpegHoOCTM BO (9) vmvawme

OA' — OB +«30C
02+ @

wwm cnopeg, (1) n (2") ro gobmeBame 0OfHOCOT

«@ BA'

(10%)
G
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Mo UCTNOT HauuH

C'B
s (10")
“2 Je
a3 B'A
(10™)

Penauuute (10%), (10™) u (10"") ocTaHyBaaT BO cwla U Kora
Ke MM 3amMeHMMe BEeKTOPUTE CO HUBHUTE WMHTEH3UTETWU.

4. MpeceyHnTe TOYUKKW, Ha BUCUHUTE W, Ha CMMETpaMTe Ha
CTpaHnTe S N Ha cpegHuTe JINHUA ce Ha egHa npasa U1 ja
Mvamve penaumjatal)

Cm=-2GS. (n)
Fo 3emame TpWaroHUKOT N BO Hero Toukute H, G
n5 (cn. 3).
Toraw wuvave
Tk -£Q +kJfA 02)
M ywTte
~GS=UG+kIm
o4, Kage
J'G-Wg+ k, fiA -=(

]) Bieberbach, Analytische Geometrie, 2. Auf!, 1932, S. 53.
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MHOXEjKN CKanapHO co [o6vBame
B'G-A'Gj-CA
K~
h a -~Ca

Koe LITO 3amMeHeTo BO (12) pasa

—» —+ IffQ-£Q] CA
GS :g'o +Q]_ —HA. 13)
CA
Mo MCTMOT HauvH Ke umMave
QH-GA+~AH (14)
GH=GB+BH

wim no oflzeMareTo Ha OBME [Be pPaBEHKM U MHOXKEHETO CO

CA ckanapHo, pobrBame

AH-CA

3HauM HVe MOXEME Ja YMHOXUME MNpPOW3BO/IHA BeNuUMHaA
CO paecHaTa cTpaHa Ha (15), 6e3 pga ce NPOMEHN Hej3nHaTa
BpeaHOCT.

Taka unvamve 3a (14)

GB GA =mCA
GH= GA+ AH. (16)
AH- CA
Kako e nak
04=-2FEG n “l

oa (13) n (16) ja uvame 6ap HaTa penauuja (11).

1

5. Oa rv onpesenvive cera pacTojaHvjaTta Ha TeXMLITETO
[10 BPBOUTE HA efleH TPUAro/HWK U AO/MKUHUTE Ha TEXULLHUTE
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WMHAN. 3UMaMe NPOM3BOJIEH TPUAroHUK (CN. 3) Ha KOj WITO My
ce cTpaHuTe

— > _> > —_— >

AB =,BC a, U=p,
=1 i

}a 1:& 1b>1: b, {c }:c.

KoopauHatute Ha cpeguwitara Ha ctpaHute A', B, C' ce
baneHn Bp3 ocHoBa Ha (2) (3a cny4dajA=1), no ogHoc Ha
npoussoneH nosnl) O, co penauynmte

0A'r B+2 0-G, 0B'=°?-Z0A, @)
mloykata O nexxm Ha AA' na vmame

_20A +/C[OB+0C

2(1 +K) (7
Ho oHa ne>xxn n Ha BB', na e
0_(f=208 +E.)(OC + OA , (18)

2(1+p)
I‘IpeceKOT» Ha OBVEe fABe MNpaBu AaBa
p=K=2,
KO] WTO BpegHocTM 3ameHeT BO (17) wwm (18) ro pasaar

MonoXajor of Texxuwwteto Ha ABC

Jeka n TpeTata TeXMLLHa SMHWja MUHE HM3 mcTata Touka
e ouurnegHo on (19], otm Taja He 3aBucum og A', B', C.

Penaynjata (19) mMoke HanpaBo ga ce pgoébue m opg (5),
3amMeHyBajkn BO (6) BpeaHoCTUTE

P
Sy

1) ToukaTa OHe e yupTaHa
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Ako 3ememMe 3a nNON efeH OdA BPBOWUTeE Ha TPUNaronHMKoOT

ABC, nanp, o= Re umame og (19)

= > — mF »
771 c-b (20"
AO- - 3

n aHanorHo

BA n-BC a-c

(20™)
B ° -
e e
*
-Ir + b-a (20"
ce - 3 - 3 m

Avrajkn rm Ha kBagpat (20", (20™) u (20™) n 3emajkm ja
BO npeasug cop,mynata (4), rm gobmBame pacTtojaHWjata Ha Te-
XKMLITETO [0 BpBOUTE Ha TPUAro/IHUKOT

N102=-1(202+2¢2-a 2, 1)
BGs="-(2c2+2a2-b2), 217
CG2= (202+2&2- c2), 1)

cobpaHu paaat
: AG2+BG2-CG2=-"(a2+ 62+c2). (22)

Bo oBoj cnyyaj (kora e O H/I) nmvamve opg (*)

N Bp3 ocHoBa Ha (20"

AA'-"-AQ

WM NO AUrakeTo Ha Keagpar, gobuBamMe 3a [AO/HKMHATA Ha
TEXULIHATA NnHWja

AA2=4r(2b2+ 2r-a>) (23Y)
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N aHaJ/1IoOrHo

BB'2=-S (2c2+2 1) (23»)

cC2=" (2a2+2 -c?. (23»")

Papeli er rmnssegysal) nctnt$ copmynm co nomoLl Ha
BEKTOPCKMOT METO, ICKOPUCTYBajKM ja penaumjata Ha Stewart.

6. [0 3emMame, UICTUOT TPMArosIHUK W r rnoBfieKyBamMe CuMe-
Tpannte Ha cTtpaHute. Co A'B", C' T 0O3H:
TOYKN Ha CUMETpPa/IUTE CO COOABETHUTE CTpaHu (cn. 3).

Opf ycnoBoOT 3a HopmasHocT rnomery AB mn SC' cnegysa
SC-£B-0
o4 Kagje uvamve

SN2=sc2 (24"

M N0 UCTUOT HauvH 3a BC un SA

SC2=SR2 (24"

3a SB' ke mvmame Bp3 ocHoBa Ha (2) (3a cnyvaj A=)

MHOXejKn ja ckanapHo co CA pob6uBame, MMajkm npeasua
C/f-A 4-"SC

S&-~CA="-(832-SC2)=0. (24"

on (24, (24™), (24> wn3neryBa feKka ce ceyar cute Tpwu
CUMETPa/IM BO efHa TOYKa W AeKa € S Ha e[HaKBO pacTojaHue
og A, B n C.

Ja ro nob6apame pacTojaHMeTOo Ha TexxunwTteto O Ao
NnpecekoT Ha cumeTpante S.

®opmynara (19) 3a Q sS HM gasa

3SG =M +SB~1C.

i) Q Papelter, Exercices de géométrie I, 1947, p. 31
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CTpaHuTe Ha TPUAroSIHMKOT MaK ce AafeHu Cco

AB =SB -SA,
BC- SC-SB,
Ea-Y A- sc.
Kora Kern nogurHeme Ha KBazpar W cobepume 3afj
YeTUpU paBeHKW, AobuBamel)
9SG2+AR2+ RC2+CN2=3(512+ 2+SC2. (25)
Kako e nak

SA2=SB2=SC2=R2
TO MMame 3a GapaHaTo pacTojaHue

§Q2=R2--j(a 2+b-+c2). (26)

dopmynata (26) MOXe M HanpaBo ga ce pnobue Aurajkm
ja Ha KBagpaT paBeHKaTa

SG - SA +AG
M 3MMajkn ja Bo npegsug (20), vmvame

«AR + AC
o 27)

SGZSA2+ AO + S

Kako e op pgpyra ctpaHa cnopep (4)
-c2 (280

2SA-~AC- - b2 (28")

no 3ameHata BO (27) po6uBame (26). BpepgHocta 3a 2
ja 3umame og (21").

7. Bo TpuwaronHmkotr ABC (cn. 3) nogHoXKjaTa Ha BUCUHU-
Te Heka 6ugat AxBr, Cx a HMBHMOT npecek W.

3a pa ro onpegenMve BEKTOPOT Ha MOJSIOXKAjOT, Ke ce

nocny>knme co penagumjata (5). HajHanpeg ga rM npecmetame
BpegHOCTUTE Ha ax, a2, a3,

) C. Laisant, Introduction ala méthode des 1881, p. 53
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Cnopeq, copmynata (4) vvame

AB2 = CB2+AC2- 2CR ' CA
Kako e nak
CB - CA~CB
.Ké nviame
AB2 CR2+AC2-  -CA.. (29)
Mo MCTMOT HaumH Ke Ao6vieme
- >
AC2=AB2+BC2 (30)

o4 (29) w(30) nobmBame cOOABETHO

A

c A,:CB—  AEC 2 AB_
2 CB

AR Jb2+be&2- ac?
2 CB

W Mo pasfenyBarbe
AR AN +B2 c2+p2- 62
A®+ACr-M 2 c2'

Ho pobueHnoT ogHoOC e TOYHO ogHocoT (10") na vvawve

ayd a2+ b2- (3N
3a ogHocute (10™) m (10"") Ke nobueme aHasIOrHO
oa b2c2 .
a3 bz (1)
a2 c2+ 2
a, c2+ -R° (31™)
Opf 3agHUTEe Tpu ogHoca pobvsBame
@ a, as
1 1 1
b2 +c2- a2a2* cZ b2 + b2—
1 (32)

1
b2+c2 at+ c2b2  +b2—c2
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3a (5) pobuBame BO OBOj Cry4aj

OA OB ocC
~ofi 6'+c2-a2+ B2+c2-62+ g2+ 62-c 2 (33"
b2+ c2-a2+ a2+ c2b2 a2+k2 c2

AKO ce BH”’caT MeCTO CTpaHwuTe, COO4BeHWKe arnuv, To Bp3
OCHOBa Ha

tg C_ a2+c2-a,
tg B a2+b2-c2 a2

MU aHa/IorHUTE gBa ofHoca, vMamve 3a (32)

a, a, a8 1
tgn tgB tg C tg/l+tgR +tgC (34)

a (33) poo6uea BuAal)

_~OA\gA- OBtgB +0CtgC

H
© tg”™ +tgR +tg C

(35

Ako 3a O 3ememe efeH of BpBouTe Ha ABC Ke umame
og (33)

AH = (b2+c2- a2 [(c2+ @ —c2) AR +( +C2- 62Tc] K (3¢
N NCTO TaKa

BH =(c2+a2- 62 [(e2+c2- a) +a2- cATwm]

CU =(a2+62- ¢ [(c2+a2- 62 G4 + (<2+ O2- k (36™)
Kafle K uva BpeaHoCT

=(a2+ B2 ¢c) (a2+c2- 62 +fa2 c2- b)) (c2+ 62-+
+

PacTojaHMeTO MOMeTy MPecekoT Ha BUCUHUTE H n TeXWULU-
TeTo Q, Kako mn opf H@ npecekoT Ha cyMeTpasinTe Ha

) N Uen os CsoGogHu BeK(C 60pHM
aKafgeMmna Ha HaykuTb u uckyctBaTa), KH. XXXVIII—1, 1942, cTp. 34.
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HUTe 5 Ke ro Hajaeme co nomowTa Ha OjnepoBata penauvja
MO Ourajkm ja Ha KBagpaT M 3eMajkym BO npeBug (26) vvamve

OAr=4/72--~-(a2+1ii2+c0 (37)
HS2= 9R2-(a2+b*+c2). (33)
8. Cera BO TpuaronHukoT ABC (en. 4) Heka rv rosJe-

yemMe CUMETPaUIMTE Ha arimte U npecevyHmTe TOYKU CO CNpOTMB-
HUTe CTpaHM da M o3HadimMvH co A', B, C. [Oa r nobapawve
pactojaHunjata Ha 0' go A, B, C.

A

M 3uMame yLlITe 3Hauyehata 3a cTpaHate of § 5.

[N#] =|c|=c; |BC| =|c|] =c; |CN| =]6] =1

Bp3 ocHoBa Ha (2) fe vame

JC +KAB
- 39
AA 14K (39

Ho BekTtopoT /1/T nexxu M Ha OUCEKTpuUcaTa Ha aranor

novery AB mn C/1 na vvamve

(40)
X \AB\CJ/II'
KW nrpeTcTaByBaaT MNPOWU3BO/MHM CKanapw.
Co u3egHaJvyBarbeTO Ha OBME [ABe BpeAHOCTV AobuBame
n 1

2Q+ =0.

AB 2b  1+k

1+ K
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R — ¥
Bupejku ce nak AB n CA NnMHeapHO He3aBUCHU VMame
K= = 2bc
- c ' - (41)
Co s3ameHa BO (39) pobuBame
AA " CCA (42"
b+c
MU aHaIorHo
pg"="BC - (42")
c+a
cc =F|Cf| -b BC (42")
a+b

Toukata 0' Ke ja gobveme Kako MNpeceK Ha CUMeTpamTe
AA'n BB".

Ke unmvawme >
AO = AA
(43)
©EnNBB' +
3emajku BO npeaug (42') n nobnsame
b+c
Sl ~a +b +
3ameHyBajkn BO (43) vvame
lg .Mgzifgd (45")
a+b+tT
Mo McTMOT HaumH Haofame
gd_cbhC~aAB 45"
a+b+c (45%)
aCA'bBC (45|||)

CO0~ a+b+c
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MogurHatn Ha kBagpar AO', BO' n CO' WM v pasaar
pactojaHmjata Ha O' go BpBoute A, B 1 C

na ‘- be(pp - a\ (46"
m (4Y0
cos PP, (46™)

KaZe co p CMe ro O3HaywIn ckanapart a+b+cC.
CobpaHn paBeHkUTe (46) HU AaBaart

AO'2+BO'2+ C0212 47

PactojaHneto Ha G go O' Ke ro pgobmeme Kora Ke rm
3emMeme BO npeas™a (25) (3a cnyyaj 5 =0 n (46)

0G,2**-"(ab+bc+& (o2+62+c*) 4 (49)

BeKTOpoT Ha mono)kajat Ha 0' MO OAHOC Ha NpPomM3BOsa
Touka O Ke ro gobmeme Bp3 ocHoBa Ha (5). CooaBeHUTE Bpea-
HOCTU Ha 0,, a2, a3 3emajku Bo npegsug (10) n (41) ce

a, aga
a2 b’

a,a, a, 1
a-b~c

Toraw féee nvamve*)

-fijt A OA +bOB +c (1)
a+o0+c

dopmynute (45) moxkatr ga 6ugart pasrniefaHu cera Kako
crneumjanHn cnydam Ha (51) kora 3a O 3emame egHoOMoApyro
A, B,C.

) R H ce ckanapu, umj Bpeanocn ce R="p> r=—.

2 Burali-Forti e Marcolongo, Elementi di Calcolo vetto-
riali, seconda edizione, p. 53.
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0. Ke ja ussememe ywiTe pefauuvjara LITO HA Aasa pacTo-
jaHne d nomery UEHTapOT Ha OMULLIAHMOT W LEHTApOT Ha
BMNULLAHNOT KPVYT.

Penaumnjara ~O" =B
KBagpar He gosefyBa [0

SO'2=A0"2+AS2—2A0"' AS .

3emMajku M BO npeasug opmynute (45) n (28), nvamve

2A0-AS 2 As-CA 2 AS-AB
a+b+c an-b ¢

bc (c +b)
a+b+c
n (52) pasal), no 3ameHata Ha AQ'2 on (46"
SO'2= d2= - 2Tr
KOja LITO ja npeTcraByBa GapaHaTa ¢opmyra.

10. Ako BO TpuaronHukot ABC (cn. 5) rm nosneyeme
HaABOpPELLUHUTE OUCEKTPUCU Ha arnute U rm nobapame HUBHUTE
npeceyHn TOYKU, Ke umame corniacHo (40)

) A. De Saint—Germain, Recueil d’exercices sur la mécanique
rationnelle, 1926, p. 31 <oBjeka ce uM3BejyBa ucTaTa ¢popmyna co nomaw
fa TeopemuTe Ha Leibnitz m Lagrange 3a napanesHu cuan).

y
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AB
AO, ( (54)
vUR
M NCTO Taka
BO,.-r2T r /b . (55)
y R
Opn tpuaroniHn<otr ABOcC vmvawve
(AB CA \r* BQ t AB \
VUR \CAI/ V[sc\ ART

Mmajkn ro Bo npegsug AB +BC+CJ/1=0 pgobusame

bc o= ac
h O=a+b (56)

Taka pa (54) u (55) craHyBaart

AB + c CA

AOc a+b-c (57)
_ cBC+ njAB i
BOc= - a+b-c 57

Opn TpuarosiHMKOT nak ACOc nvave wn

aCA - bBC
COc= a+b-c (57
YnopenyBajku rn  dgopmynute (57) co Tne op (45), rne-
bJave [eka nctnte mMoxkar ga ce gobwart o HMB CO 3amMeHa Ha
cco - claka MO>XeMe Harnpaso Aa nuilemMe nMajku npeasug, (51)

aOA +bOB - cOC
OOc- a+b-c /58)

KOe JIeCHO ce npoBepyBa.
Yy —-YyY —Y
Adurajkm mm Ha kBagpat AOc, BOc un COc, m gobmsame
hopmynuTe WITO HA M faBaaT pactojaHmata Ha Oc (ueHTapoT
Ha OfHaABOpP OnMuUWAaHMOT Kpyr) o Bpsoute A, B, C, T e.
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S -b .

AOC =bit" p_¢ (59")

BoY=acp &, (59"

COl-abpPc. (59™)

PactojaHneto Ha Oc go G ke ro gobueme of (25) (  =59).

3emajkn rm Bo npegsug (59) pobusame
Ojj2=-j(ab- bc - ac)-~-(a(60)
EaHa umknmnuHa nepmytaupa Bo copmynute (57), (58), (59)

n (60) HM naBa aHanornn ¢OpMy/IM 3a OCTaHa/IMTe ABa LEHTPa.
Taka 3a (60) umame

W ? =-£(bc- ac-ab)-"(a2+h160"

W T=y (ca - ab - M- +b +c)+4

3agunTte TpWM paBeHCTBa CO6GpaHM 3aedHO co (48) HuU
hasaart

0 G 2+ 0O"G2+ ChG2+ 0"G2=16tf2 ~ y (a 2+ &+C2)

ww, 3UMajkn BO npeasus (26), ja uvamve penaymjatal)

0'G2+ OaG2+ ObCr+0OcU2=4 +12 (61)
11. Kora Ke r1 nomHoxwume (45™) co (57') nobusame

~COc*~c6' =ab (62)

KOja LWITO HM faBa ywWTe efHa BpCKa MOMETy pacTojaHujaTa Ha
O' n Oc po BpsouTe.

Cera Mokeme fa ro Hajageme u pacTtojaHmeTo Ha O' go Oa
Ob, Oc. VmeHo opf

EBO =COGC-

*) G. Dostor, Distances du centre de gravité aux points remar-
quables du triangle (Annales de mathématiques, 3_i, série, t. 1l, 188?, p 270).
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CO /Mrawe Ha KBagpaTr W 3umarbe BO Npedsug dopmynata
(62) nmame

mI-aF e

P(P-c)

N aHasIorHo

T (63")

p(p-a)
T - mV (63™

p(p-»b)

Ha KOj LWITO 36MPOT MM JaBa

O0a WU 1 +W?2r=— == - I3 (64)

P \P-aP"b p

12. P~ctojaHmata Ha S go Oa, Ob, OC Ke M Hajgeme of

1t0c~ AOc- AS.

[Avrajkn rmHa KBagpar sieBata U gecHarta cTpaHa M 3aMajkm
m Bo npeasug (57), (59) u (28) nmame

S01-T.2" ¢)- (65"
N aHaJ1IorHo

(65")

SOl =R1+2Rrb, (65™)

Kon cobpaHn 3aegHo co (53) paBaart

w 2+ SOI+ - 12R2. (66)

ManomeHa: Mo Bpeme Ha KOpeKTypaTa M3/ie3e KHurarva:
J. KapamaTa, KomnnekcaH 6poj, Beorpajg, HayuHa
Khkura, 1950.
Ha cTp. 108 pacnpaByBaHW Ce HeKOIl npawaka 3a Ko)
cTaHyBa 360p BO HawaBa pacnpaBa, U ToOBa KOpPUCTejKM
M KOMMJeKCHUTe 6poeBu.

MaTemMaTUYKN MHCTUTYT
npu YHusep3nteTtoT Bo CkKonje
oKTOMBpPKN 1949

opmeH 360pHMK 9
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b. a nonos
MPUNNOXEHWE TEOMETPUWN TPEYTOJTHUKA
(BbiBOS)

+ ABTOpP NoKa3sblBaeT MNPeUMYLLeCTBO BEKTOPHOW MeToAbl, ynoTpebnss
“ee NS BbIBOJA HEKOTOPbIX M3BECTHbIX METPUUECKUX COOTHOLIEHUN U3 reo-
.METPUU MMOCKOCTHU.

8. S. POPOV
CONTRIBUTION A LA GEOMETRIE DU TRIANGLE
(Résumé)

1. Le but de cette Note est de montrer avec quel avantage on ¢e
appliquer la méthode vectorielle a ce tains problemes de la géométrie
du triangle. A cet eitet nous partirons de la relation

OPAMOA+7~0B +720Co)

én désignant par O |I’origine, par P un point quelconque du plan du
triangle ABC, et par au o2 et 8 trois quantités scalaires, telles que

«i+ccld-a3=1, v

c. a d. les coordonnées triangulaires du potmt P par rapport au triangle
de base ABC. Il est connu (voir Spiel rein {I, p. 63}) que

az:ax=AC :CB
o3:a ,=~BA'S)
Oi:a3=CB' :B'A

ou A\ B' et C désignent respectivement les points d’intersection de la
droite AP avec le coté opposé BC, etc. (voir tig. 2).

2. En prenant pour P le centre de gravité G du triangle ABC,
s’ensuit, d’apres (1), (2) et (3), que
al=a2=o=1/3,
et
300=0A+0B+0C, 4)

c. a d. en déplacant I’origine au point A,

AG=y (AB+AQ.
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On en déduit, en tenant compte de

et en élevant au carré ces deux rela ions, que

N02--~-(262+2c?- a*).
ayant posé
a=\~BC\, b=\CA\, c=\~ABI
Par permutations circulaires, Ton en déduit les formules analogues
pour BU2 et CG2, qui additionnées donnent
AG2+BG2+ CG2=y (a*+P+ch.
Etant donné que
2 Ja =3 AG,

il s’en suit que le carré de la médianne AA est donné par
NN'2= (2 6s+2c8- as).

3. En déplacant I'origine O au centre S du cercle circonscrit au
triangle ABC, on aura, d’aprés 4), que
38SG="-f-5B+SC.

En tenant compte des relations
AB = SB - SA,
BC wsc --~sB,

AC = SA - S~,

puis en additionnant ces quatres derniéres relations, apres les avoir
élévées au carré, 'on en déduit ~voir Laisa nt {2, p. 50})

9 AY J1 S2+5C2+CJ12=3(S/12+SB2+5C 2), (5)
c ad

SQ2=1tf2-~-(a4-04-c2, (6)
oii Fon a posé

I~SA I= ASB 1= 1S 7 |

4. En prenant dans les formules (1), (2), et 3, pour le point P
I’orthocentre H du triangle ABC, étant donné que lon a dans ce cas

a3:a2- (@2+c2- b2 : K2-th2- c3,
ai:a3=( 02— :(h2-\-c2—ad),
a3:aj=(e2+ b2- a2 :{c2+a2- b,
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A *b2+c2—az

1
~a2'a2+c2-b 2=
1
a*:a2+b2-c2=
s 1 1 1
T T 22— 02\-c2—b2  02-hb2—c2j f

il s®ensuit que

oH* - +—00
b2+ C2-a2 al-fc2- 62

ocC 1 s+-., « X- 1

a2-h"72—c2/ "b2+c2-a2 a2jrC2—b2 a2-f£2—c2

En tenant compte dés relations entre les cotes et les angles d’un
triangle, on aura

a, a, P> 1
tg A~~tg B~tg C-tgA+tgB+tgC”’

et d’ou Mon déduit que

OA ig A+0OB tg B+ OC tg C

OA- tg N+tg B+tg C

En déplacant I'origine O au point A, il s’ensuit que

Jh ~k (b2+c2-a2 {(a2+b2- c2/&EB +(a2+c2- 62 /1C},

ou Fon a posé v ;

f
-jz=fas+06“-c2) (a*+c2-6 2-|-(Ga+tc3-€ 2 (c2+62-a2+(a2+062-c2) (6s+c2- a2

Par pertmutations circulaires on obtient les formules analogues pour

BH et ~CH.
Enfin, en tenant compte de la relation d’Euler

GH=2 SG,
il s’ensuit, d’apres (6), que
G#=4 R2- -g-{a2+b2 c2

et
HS=9 R2-(a2+b2+c2)
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* 5, Désignons par S le centre du cercle inscrit au triangle ABC. En
remplacant dans les formules (1), (2) et (3) P par S', étant donné que A’
est dans ce cas le point d’intersection de la bissectrice de l'angle en A
avec le coté opposé BC, on aura

, bAB —CA
AA'— b NT—
%

a b ¢ a+b+c™
b s’ensuit que (voir Burali-Forti e Marco longo, p. 53)
aOA fpoB \~<cOC
a+tb+c

et, en particuleir, lorsqu’on déplacé I'origine O au sommet A du trian-
gle, que

bAB - cCA
atbh+c * @)

De cette derniére relation on en déduit que

Tblz- bc(%-a) .

ou p désigne le demiperimetre du triangle ABC, et par permutations
circulaires, I'on en déduit les relations correspondantes relatives a Bo 2
etCS'2.

De la relation (5), en déplagcant S en S', en tenant compte de (8),

oo obtient pour la distance du centre 3" du cercle inscrit au centre de
gravité G la valeur

S'GP~"iab+bc+adj-~iaP+fr+¢*)-Rr. (9)
Enfin, du fait que

55" =/1S' - AS,

en élévant cette relation au carré, et en tennant compte de
— > —> bcib+c)

2AS'.AS=

Fon obtient pour distance des centres du cercle inscrit et surconscrit la

valeur

$§82=R(R-2r),

r étant le rayon du cercle inscrit.
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6. En désignant par sa, Sb, sc les centres des cercles exinscrits

opposés aux sommets A, B et C, I'on obtient par des considérations
semblables les relations

— aOA+bOB-cOC
OSc-------- 5+ B>

— bAB 4- cCA
ASsc= d+6_c

et
L
ASc* = cp-C9

ainsi que les formules analogues relatives aux centres Sa et Sb.

Les distances du centre de gravité aux centres Sa, Sa et 5c sont
données par des formules analogues a la formule (9).

Enfin, en multipliant (7) et (10), I'on obtient
ASc -AS' =bcy

d’ou I’'on déduit, en tenant compte de la relation

s5'sc = Chc - ~cs'9
pour la distance des centres 5' et sc la valeur
—- 9 abc2
SSc =pip”cy

Par permutations circu aires on obtient les valeurs correspondan-
tes pour s'sa2 et s'sb2 qui additonnées donnent

. o a _¢\
S'sa 4-s'sp24's 2 P \p-a p-b p-c I'
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